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• ,�� �=1 � ������ $��	� �	 �
��. 

• � +	�����
� ������� ��+�
� �$��	�� !��

�!����� �� 	��!��	�+��� 	����

• ��� !���� �!���	� �
��� !��� ����	��.

max

1

s

λ =
Τ

λ
ρ

µ
=

� � ������  "�#%�&'%(%�

#�(�('� )�*(%�, *
% #-�./�'%'. &/.
./'-0 1� /� #�� ��2-�
&3'.( /. # �-�&/ -

q
T

q
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• ������ ���4� ������5�

– 678 9:;<=> 9?9>@A7B7 C<> >D>:> E<F7>=7 D8;A<8, D?GH@A7>=7 C?
9HFE>G?I >=GAI 878@>7JI, ?K=DLG?<>M7<8H C? 9HFE>G8 CL@?:8, ;8H
?KAGN>7<8H @?<F 8DO ;FD>H> NG>7H;O 9HFC<L@8. 

• P�+�
� Q$��	�� (Arrival rate)
– R 8GHS@OI 8E:K?B7 C<L @>7F98 <>= NGO7>= (@ACL <H@J)

• T�+�
� �����U�� (Occupancy)
– VGHS@OI D8;A<B7 @AC8 C<> CMC<L@8 (@ACL <H@J)

• W�
��� !������5� �� ������ (delay)
– R NGO7>I 8DO <L7 FEHKL @ANGH C<L7 AK>9> <B7 D8;A<B7 (@ACL

<H@J XH8 D>YYF D8;A<8) 
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� !�������	�� 	�!	����

%	� 	���� !��� ��$��5� ��+�%�� !�
!�	U��
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• ,�� �=1 � ������ $��	� �	 �
��. 

• � +	�����
� ������� ��+�
� �$��	�� !��

�!����� �� 	��!��	�+��� 	����

• ��� !���� �!���	� �
��� !��� ����	��.

max

1

s

λ =
Τ

λ
ρ

µ
=

� � ������  "�#%�&'%(%�

#�(�('� )�*(%�, *
% #-�./�'%'. &/.
./'-0 1� /� #�� ��2-�
&3'.( /. # �-�&/ -

q
T

q
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1. 0�5+�� ����	������ !��� �$���: +	��	��� �!	����

2. 1��	+�� ����� ������5�: +	��	��� �!	���. Q� 	����

!	!	������� ��!��� ����	��	�� �!��	� ��

�!����$+��� �!
 � ������

3. �	��� 	!	�	������� �� 	��	�������� ����	������:
a) FIFO (FCFS)

b) LIFO

c) V7FY>X8 @? <> NGO7> ?D?K?GX8C:8I (9MC;>YL 878Y=<H;J
D?GHXG8EJ)

a) !���� �� ���������

b) !���� �� ����	
����

d) V7FY>X8 @? DG><?G8HO<L<?I

��. �. �. �����	, �
��� �/� ���, �.�.�. ������, © 2007

Stability & Steady State
• ��� �!	� �
����� ���� ����� ������� ��

packet arrival rate < system transmission capacity

• ,�� ��� �!	� ��� � 	����

packet arrival rate / system transmission capacity

���������� utilization factor (!������ &�����) = 	/�
– � �-���3 - '%/  #-����/(% – )�*(% '%� �����

• �� ��� �� ������� �
����� �� !����� ������
����� �� ������ !���������
�!�������� (Buffers) ��� / � �!����!������. 

• �� ������ �������� �� ����	� buffers �� ������������ ������� !������
�������� !�	
 ����	��. 

– �%)./-(��1  2&�)�� ��*� )�%(-��#�-� /'.- �-. /.  2&�"��/ '� ����� .31" "/
– # �&(#-(% #��' �.-�'*'"/ ('-� ��&� �&'��/ ��-. ('%/ 0.��('&�%(% #.0&'"/ #��

./*0��/ ( (%�./'-0&�  3.����&�/�#%� (1 �. 
• ������� �������� �� ��������� �$�%��� !� ����� �������� (stationary) ���

&����, ������ �� ��� ������� ��������� (steady state)
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Multiple server queue

Multiple single-server queues

��. �. �. �����	, �
��� �/� ���, �.�.�. ������, © 2007

w
w λ= Τ

q s w
T T T= +

q
q λ= Τ

Little’s formula

Little’s formula

MultiserverSingle Server,������ �&�����

sρ λ= Τ s

N
ρ λ

Τ
=

q w ρ= + q w Nρ= +
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Little

• ,H8 9?9>@A7> G=S@O 8E:K?B7 > NGO7>I D8G8@>7JI C<> CMC<L@8 ?:78H
87FY>X>I <>= '8S@>M ;8<FYL�LI (occupancy)

q = λ T

OD>=

q: > @AC>I 8GHS@OI D8;A<B7 C<> CMC<L@8

λ: > G=S@OI 8E:K?B7 (D8;A<8 C<L7 @>7F98 NGO7>=)

T: @ACL ;8S=C<AGLCL (NGO7>I C<> CMC<L@8) 87F D8;A<>

• 08G89?:X@8<8:
– ���� ���&���� ����� !��&�� !���������� ��	�$����

– �� «$���$����$���» &���������� ��������� &��� �������� ��
�
������ �� �������� ���������� �� ��� �$�� ���� �$�%�� !�	����. 

– 1���	�� ������ �������� (buffers) ��� ��	�� ����� �$�%��� �&��
��� �!���	���� ����	
����� ������������

��. �. �. �����	, �
��� �/� ���, �.�.�. ������, © 2007

Little

• ��� ��� 4���� 0���: ������� ��+��!��, %����	%�%���

��� ��!��� ������
 %������ �	 %��$��� !�����%�� ���

$	�����

• ��� 
� !���4���� 1 € ��� ����%� ��
���.

• � ��+�
� 	�
%�� �� !����� 	���� q € ��� ����%� ��
���

(q: ����� ���+�
� ��+�4!�� �� !����)

• � ��+�
� �	 �� �!���� !���4���� �� !	��	� 	���� � x T 
��� ����%� ��
��� (λ: ��+�
� �$��	��, T: ��
��� ���

����)

• 1����!�
+	���: 

� ��+�
� 	�
%�� = P�+�
 !�����4�

5

q = λ T
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# #-�./�'%'. /. �#��)��/ 2-��' �. .#�
3 ./'-0 1� /.

# #-�./�'%'. /. �#��)��/ 3
./'-0 1� /. ('� ( ('%�.

� �&(�� )��/�� #.�.��/*� ('�
( ('%�.

� �&(�� )��/�� #.�.��/*�  /��
./'-0 -�&/�� ('% ���� ./.��/*�

� �&(�� .�-���� ./'-0 -�&/"/ ('�
( ('%�.

� �&(�� .�-���� ./'-0 -�&/"/ ('% ����
(# �-�&/��/  "�#%�&'%(%)

# #-�./�'%'. &/. ./'-0 1� /� #�� ��2-�
&3'.( /. #�&# - /. # �-�&/ -

# #-�./�'%'. /. �%/ �#��)��/
./'-0 1� /. ('� ( ('%�.

# #-�./�'%'. x .31" "/ ('% ��/��.
'�� )��/��

( )
!

x
e

P x
x

λλ −

=

0
1P

λ
µ

= −

s

λ
ρ λ

µ
= = Τ

2 2

( ) 1
w

λ ρ
µ µ λ ρ

= =
− −

1
q w

ρ
ρ

ρ
= + =

−

w

w
T

λ
=

1

s
q s w

T
T T T

ρ
= = +

−

Pr[ ] (1 )Q N ρ ρΝ= = −

0

Pr[ ] (1 )
N

i

i

Q N ρ ρ
=

≤ = −∑

��. �. �. �����	, �
��� �/� ���, �.�.�. ������, © 2007

1:

���, 
� �� !	��	� 	��������� ����� ��� ��	�����

�	��� ��� (������5 Poisson). � !�+��
�� �� �����	

x �$��	�� �	 ��� ������5 ����5 %��	�� �!
 ��:


!�� � � �.. �$��	�� �� ����%� �� ��
��� 5 � ��+�
�

�$��	��. ���, 
� �	� �!
 ������ !����!	� 
� �

���+�
� �$���� !	��4� 	���� 45 / 4��. �!������, ��� ���

�	!
 	���� �=45/60=0,75 �$��	�� /�	!
 (e=2,7183).

( ) , 0,1,2,...
!

x
e

P x x
x

λλ −

= =

0 0,75

(0) 0,4724,
0!

e
P

λ −

= =
1 0,750,75

(1) 0,3543,...
1!

e
P

−

= =
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1:

• Q� �� ��
��� 	��!������� ��5���� �	 	�+	��5

������5, 
	 � !�+��
�� � ��
��� 	��!������� ��

	���� ����
	��� �!
 ��!���� ��
�� t, 	����:

Q� 	��!��	����� 60 !�����	��	� �� 4��, 	���� � = 1 

!�����	��� /�	!
. 5�� � !�+��
�� �� 	��!��	�+	� �	

���
	�� �!
 ½ �	!
 	����:

( ) 1 t
P servicetime t e

µ−≤ = −

1 0,5( 0,5) 1 0,3935P servicetime e
− ⋅≤ = − =

��. �. �. �����	, �
��� �/� ���, �.�.�. ������, © 2007

: 

2 #'�

2 #'�

# #-�./�'%'. /. �#��)��/ 2-��' ��- .#� 3 # 2�' �

# #-�./�'%'. /. �#��)��/ 3 # 2�' � ('� 0.'�('%�.

� �&(�� )��/�� #.�.��/*� ('� ( ('%�.

� �&(�� )��/�� #.�.��/*�  /�� # 2�'% ('% ���� ./.��/*�

� �&(�� .�-���� # 2.'!/ ('� 0.'�('%�.

� �&(�� .�-���� # 2.'!/ ('% ���� (# �-�&/��/
 "�#%�&'%(%)

# #-�./�'%'. &/.� # 2�'%�, #�� ��2-� &3'.( , /. #�&# - /.
# �-�&/ -

# #-�./�'%'. /. �%/ �#��)��/ # 2�' � ('� 0.'�('%�.

# #-�./�'%'. x .31" "/ ( &/. 2 #'�

0
1 0, 25P

λ
µ

= − =

2 2

2, 25
( ) 1

w
λ ρ

µ µ λ ρ
= = =

− −

3q w ρ= + =

3
w

w
T

λ
= =

4
1

s
q s w

T
T T T

ρ
= = + =

−

0,75
λ

ρ
µ

= =

( )
!

x
e

P x
x

λλ −

=

Pr[ ] (1 )Q N ρ ρΝ= = −

0

Pr[ ] (1 )
N

i

i

Q N ρ ρ
=

≤ = −∑
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• ( ) , , ( ) 

, Ts, :

– �� ����	��	�� �	 ������5

– �� ��
�� ������5�

– �� ����	��	�� ��� ����

– �� ��
�� !������5� ��� ����

– �� buffer !��!	� �� �!�+	5�� ��� �� ��� !�+��
��

�!
���U�� < 0,001 ;

– 0��� 	���� � ��5 �� 3, ��� �� �!���:

Pr[����	��	�� �	 ������5<3]=0,999 ;

�.. ��� �

��. �. �. �����	, �
��� �/� ���, �.�.�. ������, © 2007

1.
Poisson, 

�� ��
��� �	��� �� �$��	�� ��5���� �	 	�+	��5

������5, 5 ����4� 
�

�� �$��	�� ���!������ ����� ��� ��	����� � ���

�!
 �� ����.

2.

.
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-
• X/Y/N/Z/K/L (Kendall, 1951)

– X: �������� �� &���� ����%
 ��� �$�%���

– �: �������� �� &���� �%!��������

– 3: � ������� ��� �%!��������

– Z: � �
!�� ��� ����, !.&. FCFS

– K: � �������� �!����!������ ������� !�	���� �� �������

– L: �� ������� �� !	�����
 �!� �� �!��� !����&����� �� �$�%���

• RH DH> ;>H7AI ;8<87>@AI C=@'>Y:�>7<8H BI:
– G: ������ ���%������� �$�%��� � &����� �%!��������

– 1: �������� �������� ��������

– D: ���������������� �$�%��� � �������� &����� �%!��������

• 6<CH, XH8 D8GF9?HX@8, 1/1/1 CL@8:7?H >=GF 878@>7JI @? A787
?K=DLG?<L<J, G=S@O 8E:K?B7 Poisson, ?;S?<H;>MI NGO7>=I
?K=DLGA<LCLI. 

• �87>7H;F S8 ADG?D? 78 878EAG?<8H BI: 1/1/1/FCFS/6/6

��. �. �. �����	, �
��� �/� ���, �.�.�. ������, © 2007

),(

2

1
)(

)2()( 22

∞−∞∈

= −−

x

exP
x σµ

πσ

� �������5 ������5
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��+	��5 ������5:  

( ; )P x e
µχµ µ −= ( )

!

xe
P x

x

λλ −

=

������5 Poisson

����
���$� ������5

��. �. �. �����	, �
��� �/� ���, �.�.�. ������, © 2007

•

.

•

:

– Q����� �� ����� ��+��� 	��!������� (�	���� ��

��
��� 	��!�������) !�� ���	�� 	�	 ���� ��

��5��� ���� 	��������� 	�	 ���� ��!���� 	�$����

��	%�����

– 0���+5�� 	!�!���� ������4� 	��!�������
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Multiple server queue

Multiple single-server queues

��. �. �. �����	, �
��� �/� ���, �.�.�. ������, © 2007

2:

• fast-food

. 
75 

. =75/60=1,25 . 
:

• = / =0,6 0=1-0,6=0,4

• w=0,9 q=1,5

• Tw=1,2 min Tq=2 min

T�	�	 �� !���������: �, P0, w, q, Tw, Tq
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3

• ��� 	���	�� !�� %��+�	� ���� !��� ����!


	��!��	�5 ��� 	�	�%��	����� ��	%���� ���$��4�. ���

� %����	�� ���� �!��5� 	�������� ������ (8-���) �� 10 
��������� �� 	���	��� �������!����� �� server ��� 30 
�	!� ��� ���� 
��. 0���!��������, %	, 
� 	����

%������ �� !���� 	�	�+	�� �� server ��� ������

�!�����%��� !�� !����� $���� ��	��%	�� �� !	��������

!	����
	�� �!
 ��� 4�� ��� �� �� �������!��5����. �
%�	�+��5� �� 	���	��� +	��	� ��� ����������� ���

�!	�!������� %�
� �!�����%	� 
� � 	��!��	�5�

�������!��	��� �
�� ��� � 5/8 �� ������. 0���� ��	�

%����;

��. �. �. �����	, �
��� �/� ���, �.�.�. ������, © 2007

• � : ��5�� (utilization) = 5/8

• 1���� ��
��� ������5�:

• W�
��� ������5� �� 10% �� !	��!4�	��:

• P�+�
� �$��	�� ���. / �	!


• 1���� ���+�
� �������4� �	 ������5 ���.

49,99 min
1

s
w

ρ
ρ
Τ

Τ = =
−

( )100 5 8100 50
(90) ln ln 146,6min

100 5 8 100 90w

wm
r

ρ
ρΤ

 Τ  = × = × =  − −   

10 10
( ) 0,021

8 8 60
hourλ = = =

×

1,0416ww λ= Τ =
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4: 

• LAN

. , , 

=5 /sec, 

144 bytes. 
9600 bps. 
:

��. �. �. �����	, �
��� �/� ���, �.�.�. ������, © 2007

4: 

1.

; 

� 	�4��� %��	� � ���� ��
�� !������5� ��� ����, �q.

= 5 packets/sec,

= s=0,6

144 8
0,12sec

9600
s

×
Τ = =

0,3sec
1

s
q ρ

Τ
Τ = =

−
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4: 

2. 

, 

;

1,5
1

q packets
ρ
ρ

= =
−

��. �. �. �����	, �
��� �/� ���, �.�.�. ������, © 2007

4: 

3. 0OC8 D8;A<8 'G:C;>7<8H @AC8 C<> 9G>@>Y>XL<J <> 90% <>= NGO7>=;
;8H (4) DOC8 C<> 95% <>= NGO7>=;

� DHS87O<L<8 78 ANB 3 87<H;?:@?78 @AC8 C<L7 >=GF 9:7?<8H 8DO <L

CNACL:

� >D>:8 C? @>GEJ 8SG>:C@8<>I ?:78H:

7D>= mq(r) ?:78H <> @AXHC<> DYJS>I D8;A<B7 D>= 878@A7?<8H C<L7 >=GF
<> r D>C>C<O <>= NGO7>=. �D>@A7BI, DGAD?H 78 'G>M@? <> mq(r) XH8
r=90 ;8H r=95.

Pr[ ] (1 )Q N ρ ρΝ= = −

( )
1 ( )

0

(1 ) 1
100

q

q

m r
m rk

k

r
ρ ρ ρ +

=

= − = −∑

1 ( )
ln(1 )

1001 ( ) 1
100 ln

qm r

q

r

r
m rρ

ρ
+

−
= − ⇒ = −

r=90 � mq(r)=4

r=95 � mq(r)=5

buffer size!!
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5: 

• 100 PC database 
server. 

0,6s . 

20 . 
:

– 0���� 	���� � ����� ��
��� �!
������;

– Q� � ������� �!�%	�
� ��
��� �!
������ +	���+	�

1,5s !��� !����
 ������� �� $���� �!��	� ��

���!	� !��� $�����	 �� ������;

– Q� � ��5�� �� �!��	���� ����+	� ��� 20%, � ��
���

�!
������ +� ����+	� !	����
	�� 5 ���
	�� �!


20%; 
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5: 

• / /1 

LAN . , 

:

0,6
0,75sec

1 1 0,2

s

q

T
T

ρ
= = =

− −

s= =(20queries/min)(0,6sec/transmission)/(60sec/min)=0,2
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5: 

•
. 

. , 
P(Tq > 1,5 sec)=0. , 

90% 
1,5 sec. :

• , 8% 
1,5 sec 90 .

100 100
( ) ln( ) ln( )

100 1 100

0,6
(90) 1,5 ln(10) 1 2,3 0,08

1 1,5

q

q

s

T q

s

T

m r
r r

m

ρ

ρ ρ
ρ

Τ
= Τ × = ⇒

− − −

Τ
= = ⇒ − = ⇒ =

−
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5: 

8MKLCL NGJCLI

100%

( "%(%
)��/��

.#�0�-(%�
30%


