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Πρόλογος 

Το παρόν εγχειρίδιο αποτελεί µια προσπάθεια για την ενδυνάµωση των φοιτητών του Τµήµατος 

Πληροφορικής και Επικοινωνιών του ΤΕΙ Σερρών στις θεµατικές ενότητες που διδάσκονται στο 2ο 

Εξάµηνο σπουδών στα πλαίσια του µαθήµατος “Θεωρία Πιθανοτήτων και Στατιστική”. Έχει δοµηθεί 

µε τη σειρά που παρουσιάζονται οι θεµατικές αυτές ενότητες στο βασικό βιβλίο διδασκαλίας του κ. Γ. 

Χ. Ζιούτα. Παρέχει, µε το τρόπο αυτό, συµπληρωµατική εξάσκηση των φοιτητών σε προβλήµατα που 

µπορούν να τους βοηθήσουν στην καλύτερη και σε βάθος κατανόηση του αντικειµένου που διδάσκεται 

στο θεωρητικό µέρος του µαθήµατος. Στην ουσία πρόκειται για µια συλλογή ασκήσεων που έχουν 

βρεθεί σε εγχειρίδια (βιβλία και σηµειώσεις) και τα οποία αναφέρονται στη βιβλιογραφία. Σε καµία 

περίπτωση δεν αποτελεί ικανό εργαλείο για την επιτυχή εξέταση του µαθήµατος, εφόσον µελετηθεί 

µόνον αυτό.  

Φιλοδοξώντας να υπάρξουν νεότερες εκδόσεις του παρόντος εγχειριδίου µε ακόµα 

περισσότερες και διαβαθµισµένου δείκτη δυσκολίας ασκήσεις πράξης στο µέλλον, επιζητείται κάθε 

καλοπροαίρετη πρόταση (ειδικά από τους φοιτητές του Τµήµατος µας). Τέλος, είναι αυτονόητο ότι 

κάθε επισήµανση/παρατήρηση/εύρεση λαθών, είναι ευπρόσδεκτες από τους συγγραφείς. 

 

Α. Πολίτης 

Χ. Αναστασίου 
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1. Θεωρία Συνόλων 

 

1.1  ∆ειγµατοχώρος Τυχαίου Πειράµατος 

Άσκηση 1. Να βρεθούν οι δειγµατοχώροι των τυχαίων πειραµάτων: 

α) Ρίψη ενός (τίµιου) κέρµατος. 

β) Ρίψη ενός (τίµιου) ζαριού. 

γ) Επαναλαµβανόµενη ρίψη ενός (τίµιου) κέρµατος µέχρι να εµφανιστεί Κορώνα για πρώτη φορά. 

Λύση: 

α) Ο δειγµατοχώρος (πεπερασµένος) ενός κέρµατος είναι:  

{ }ΓΚ= ,S  

Με Κ: Κορώνα και Γ: Γράµµατα. 

β) Ο δειγµατοχώρος (πεπερασµένος) ενός ζαριού είναι:  

{ }6,5,4,3,2,1=S  

 
γ) Ο κατάλληλος δειγµατοχώρος (άπειρος αλλά αριθµήσιµος) για το συγκεκριµένο πείραµα θα είναι: 
 

{ },.........,...,,,,,, ΚΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΚΓΓΓΓΚΓΓΓΚΓΓΚΓΚΚ=S  

 
Με Κ: Κορώνα και Γ: Γράµµατα. 

 
Άσκηση 2. Να βρεθούν οι δειγµατοχώροι των τυχαίων πειραµάτων: 

α) Ρίψη δύο (τίµιων) κερµάτων ταυτόχρονα. 

β) Ρίψη δύο (τίµιων) ζαριών ταυτόχρονα. 

γ) Ρίψη ενός (τίµιου) κέρµατος και ενός (τίµιου) ζαριού ταυτόχρονα. 
 
Λύση: 

Και στις τρείς περιπτώσεις ο κατάλληλος (σύνθετος) δειγµατοχώρος προκύπτει από το καρτεσιανό 

γινόµενο των επιµέρους δειγµατοχώρων 21 SS × . 

α) Οι επιµέρους δειγµατοχώροι θα είναι: 
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{ } },{, 21 ΓΚ=ΓΚ= SS και  

Εποµένως ο δειγµατοχώρος του πειράµατος θα είναι: 

},,,{21 ΓΓΓΚΚΓΚΚ=×= SSS  

β) Αναλόγως θα έχουµε: 

{ } }6,5,4,3,2,1{6,5,4,3,2,1 21 == SS και  

)}6,6(),5,6(),4,6(),...,3,2(),2,2(),1,2(),...,3,1(),2,1(),1,1{(21 =×= SSS  

γ) Παροµοίως: 

{ } }6,5,4,3,2,1{, 21 =ΓΚ= SS και  

)}6,(),5,(),4,(),...,3,(),2,(),1,{(21 ΓΓΓΚΚΚ=×= SSS  

Άσκηση 3. Τρία άτοµα (Α, Β και Γ) τοποθετούνται τυχαία σε τρία διαδοχικά καθίσµατα. Ποιός είναι ο 

δειγµατικός χώρος του πειράµατος; 

Λύση: 

Ο δειγµατικός χώρος θα είναι: 

)}(),(),(),(),(),{( ΓΒΑΓΑΒΒΓΑΒΑΓΑΓΒΑΒΓ=S  

Άσκηση 4. Ένα κουτί περιέχει δύο µπάλες, µια άσπρη και µια µαύρη. Εκτελούµε το ακόλουθο 

πείραµα: αφαιρούµε τυχαία µια µπάλα, την επανατοποθετούµε µέσα στο κουτί και κάνουµε µια δεύτερη 

προσπάθεια. Να βρεθεί ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος. 

Λύση: 

Στην πρώτη προσπάθεια ενδέχεται να αφαιρέσουµε είτε την µαύρη είτε την άσπρη µπάλα. Εφόσον 

επανατοποθετούµε την µπάλα της πρώτης προσπάθειας µέσα στο κουτί, η δεύτερη προσπάθεια θα έχει 

τα ίδια πιθανά αποτελέσµατα. Εποµένως, ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος θα είναι: 

{ })},(),,(),,(),,( ΜΜΑΜΜΑΑΑ=S  

Με Α: Άσπρη και Μ: Μαύρη. 

Στο ίδιο αποτέλεσµα µπορούµε να οδηγηθούµε κάνοντας χρήση και του δενδροδιαγράµµατος. Το 

δενδροδιάγραµµα είναι ένας παραστατικός τρόπος για να περιγράψουµε την εκτέλεση του τυχαίου 

πειράµατος και αποτελεί πολλες φορές ένα αρκετά βοηθητικό εργαλείο. Για το συγκεκριµένο πείραµα 

το δενδροδιάγραµµα δίνεται στο παρακάτω σχήµα. 
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Άσκηση 5. Ένας φοιτητής εξετάζεται προφορικά σε τέσσερις διαδοχικές ερωτήσεις. Η εξέταση 

διακόπτεται όταν ο φοιτητής απαντήσει λάθος στην πρώτη ερώτηση ή σε δύο διαδοχικές. Τότε 

απορρίπτεται. Να βρεθεί ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος. 

Λύση: 

Εάν συµβολίσουµε µε Λ την λάθος απάντηση σε µία ερώτηση και µε Σ την σωστή, ο δειγµατικός 

χώρος του πειράµατος θα είναι: 

{ })}(),(),(),(),(),(),(),( ΣΣΣΛΣΣΣΣΣΣΛΛΣΣΛΣΣΛΣΛΣΛΣΣΣΛΛΛ=S  

• 

1.2  Γεγονότα. 

Ασκηση 1. Μετά την ρίψη ενός (τίµιου) ζαριού να προσδιοριστούν τα γεγονότα: 

α) Α: η ένδειξη να είναι άρτιος αριθµός. 

β) Β: η ένδειξη να είναι µικρότερη από 3. 

Λύση: 

α) Το γεγονός Α θα περιλαµβάνει τα εξής δειγµατοσηµεία: 

}6,4,2{=A  

β) Το γεγονός Β θα περιλαµβάνει τα εξής δειγµατοσηµεία: 

}2,1{=B  
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Άσκηση 2. Τρία άτοµα (Α, Β και Γ) τοποθετούνται τυχαία σε τρία διαδοχικά καθίσµατα. Να βρεθούν 

τα γεγονότα Ε1= ο Α να είναι δίπλα στον Β, και Ε2=ο Α δεν είναι δίπλα στον Γ. 

Λύση: 

Όπως παρουσιάστηκε σε προηγούµενη άσκηση ο δειγµατικός χώρος θα είναι: 

)}(),(),(),(),(),{( ΓΒΑΓΑΒΒΓΑΒΑΓΑΓΒΑΒΓ=S  

Από τα παραπάνω δειγµατοσηµεία, αυτά στα οποία ο Α είναι δίπλα στον Β είναι το (ΑΒΓ), (ΒΑΓ), 

(ΓΑΒ) και (ΓΒΑ). Εποµένως το γεγονός Ε1 θα είναι: 

)}(),(),(),{(1 ΓΒΑΓΑΒΒΑΓΑΒΓ=E  

Αναλόγως και για το Ε2: 

)}(),{(2 ΓΒΑΑΒΓ=E  

Άσκηση 3. Ένας φοιτητής εξετάζεται προφορικά σε τέσσερις διαδοχικές ερωτήσεις. Η εξέταση 

διακόπτεται όταν ο φοιτητής απαντήσει λάθος στην πρώτη ερώτηση ή σε δύο διαδοχικές. Τότε 

απορρίπτεται. Να βρεθούν τα γεγονότα: Α=ο φοιτητής απορρίφθηκε, Β=ο φοιτητής απάντησε λάθος 

στην τρίτη ερώτηση, Γ=ο φοιτητής απάντησε λάθος στην τέταρτη ερώτηση, ∆=ο φοιτητής πέρασε, 

Ε=ο φοιτητής απάντησε λάθος στην τρίτη ερώτηση και πέρασε. 

Λύση: 

Σε προηγούµενη άσκηση προσδιορίσθηκε ο δειγµατοχώρος του πειράµατος όπως; παρακάτω: 

{ })}(),(),(),(),(),(),(),( ΣΣΣΛΣΣΣΣΣΣΛΛΣΣΛΣΣΛΣΛΣΛΣΣΣΛΛΛ=S  

Εφόσον ο φοιτητής απορρίπτεται µε λάθος απάντηση στην πρώτη ερώτηση ή σε δύο διαδοχικές, το 

γεγονός Α θα είναι: 

{ })}(),(),( ΣΣΛΛΣΛΛΛ=Α  

Το γεγονός Β: 

{ })}(),(),( ΣΣΛΛΣΣΛΣΣΛΛ=Β  

Το γεγονός Γ: 

{ })}(),(),( ΣΣΣΛΣΣΛΛΣΛΣΛ=Γ  

Το γεγονός ∆: 
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{ })}(),(),(),(),( ΣΣΣΛΣΣΣΣΣΣΛΣΣΛΣΛΣΛΣΣ=∆  

Το γεγονός Ε θα προκύψει από την τοµή των γεγονότων Β (ο φοιτητής απάντησε λάθος στην τρίτη 

ερώτηση) και ∆ (ο φοιτητής πέρασε): 

{ })}((ΣΣΛΣ=∆∩Β=Ε  

Άσκηση 4. Θεωρούµε τον δειγµατικό χώρο },,,,,,,{ 87654321 ssssssssS = και ορίζουµε τα γεγονότα 

},,{ 3211 sssA = , },,,{ 54322 ssssA = , },,,{ 85433 ssssA = . Να εκφραστούν µε συµβολισµό συνόλων 

οι ακόλουθες περιπτώσεις: α) 
cA1 , β) 

cA2 ,γ) 
cA1 , δ) 21 AA ∪ , ε) 31 AA ∪ , ζ) 32 AA ∪ , η) 

321 AAA ∪∪ , θ) 21 AA ∩ , ι) 31 AA ∩ , κ) 32 AA ∩ , λ) 321 AAA ∩∩ , µ) 21 AA − , ν) 12 AA − , ξ) 

31 AA − , ο) 13 AA − , π) 32 AA − , ρ) 23 AA − , σ) ( )ccA1 , τ) ( )ccA2 . 

Λύση: 

α) Το συµπλήρωµα του γεγονότος Α1 θα είναι το γεγονός το οποίο ορίζεται ως εξής: 

}:{ 11 AsSsA c ∉∈= (Εναλλακτικά µπορεί να ειπωθεί ότι: το συµπλήρωµα ενός γεγονότος συµβαίνει 

κάθε φορά που δεν συµβαίνει το γεγονός αυτό). Εποµένως: },,,,{ 876541 sssssAc = . 

β) Οµοίως:  },,,{ 87612 ssssAc = . 

γ) Οµοίως: },,,{ 76213 ssssAc = . 

δ) Η ένωση των γεγονότων Α1 και Α2 περιλαµβάνει όλα τα δειγµατοσηµεία που ανήκουν στο Α1 ή στο 

Α2 ή και στα δύο. Εποµένως: },,,,{ 5432121 sssssAA =∪ . 

ε) Οµοίως:  },,,,,{ 85432131 ssssssAA =∪ . 

ζ) Οµοίως: },,,,{ 8543232 sssssAA =∪ . 

η) Οµοίως: },,,,,{ 854321321 ssssssAAA =∪∪ . 

θ) Η τοµή των γεγονότων Α1 και Α2 περιλαµβάνει όλα τα δειγµατοσηµεία που ανήκουν και στο Α1 και 

στο Α2. Εποµένως: },{ 3221 ssAA =∩ . 

ι) Οµοίως: }{ 331 sAA =∩ . 

κ) Οµοίως: },,{ 54332 sssAA =∩ . 

λ) Οµοίως: }{ 3321 sAAA =∩∩ . 
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µ) Η διαφορά των γεγονότων Α1 και Α2 περιλαµβάνει όλα τα δειγµατοσηµεία που ανήκουν στο Α1 και 

όχι στο Α2. Εναλλακτικά: },:{ 2121 AsAsSsAA ∉∈∈=− . Άρα: }{ 121 sAA =− . 

ν) Οµοίως: },{ 5412 ssAA =− . 

ξ) Οµοίως: },{ 2131 ssAA =− . 

ο) Οµοίως: },,{ 85413 sssAA =− . 

π) Οµοίως: }{ 232 sAA =− . 

ρ) Οµοίως: }{ 823 sAA =− . 

σ) Το συµπλήρωµα του συµπληρώµατος του γεγονότος Α1 θα είναι, προφανώς, το Α1. Εναλλακτικά: 

( ) ( )13211 },,{ AsssA
cc == . 

τ) Οµοίως: ( ) ( )254322 },,,{ AssssA
cc == . 

 

Άσκηση 5. Να σχεδιαστούν τα διαγράµµατα Venn για τα ερωτήµατα δ), θ) και µ) της προηγούµενης 

άσκησης. 

Λύση: 

Το ερώτηµα δ) ορίζει την ένωση των γεγονότων Α1 και Α2. Περιλαµβάνει δηλαδή όλα τα στοιχεία πουτ 

ανήκουν είτε στο ένα είτε στο άλλό γεγονός είτε και στα δύο. 

 

Το ερώτηµα θ) ορίζει την τοµή των γεγονότων Α1 και Α2. Περιλαµβάνει δηλαδή τα δειγµατοσηµεία 

που είναι κοινά στα δύο γεγονότα. 
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Το ερώτηµα µ) ορίζει την διαφορά των γεγονότων Α1 και Α2. Περιλαµβάνει δηλαδή όλα τα 

δειγµατοσηµεία που ανήκουν στο Α1 και όχι αυτά που ανήκουν στο Α2. 

 

Άσκηση 6. Έστω τα γεγονότα Α1, Α2 και Α3 για κάποιο δειγµατικό χώρο S. Κάνοντας χρήση των 

γεγονότων αυτών, των συµπληρωµάτων τους, των ενώσεων και των τοµών τους να εκφραστούν τα 

παρακάτω γεγονότα:  

α) Di= “το γεγονός Ai δεν πραγµατοποιείται”, όπου i=1,2,3. 

β) Ε= “όλα τα γεγονότα Α1, Α2 και Α3 πραγµατοποιούνται”. 

γ) F= “δεν πραγµατοποιείται κανένα από τα γεγονότα Α1, Α2 και Α3”. 

δ) G= “τουλάχιστον ένα από τα γεγονότα Α1, Α2 και Α3 πραγµατοποιείται”. 

ε) Η= “ακριβώς δύο από τα γεγονότα Α1, Α2 και Α3 πραγµατοποιείται”. 

ζ) Ι= “ακριβώς ένα από τα γεγονότα Α1, Α2 και Α3 πραγµατοποιείται”. 

η) Να βρεθεί εναλλακτική έκφραση για το γεγονός G που να περιλαµβάνει κάποιο ή κάποια από τα 

γεγονότα των υπόλοιπων ερωτηµάτων. 

(µπορείτε να βοηθηθείτε κάνοντας τα διαγράµµατα Venn). 
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Λύση: 

α) Το γεγονός Di είναι ισοδύναµο µε το συµπλήρωµα του γεγονότος Ai. ∆ηλαδή: 

ccc ADADAD 332211 ,, ===  

β) Τα γεγονότα Α1, Α2 και Α3 πραγµατοποιούνται ταυτόχρονα όταν πραγµατοποιείται η τοµή τους. 

∆ηλαδή: 

321 AAAE ∩∩=  

γ) Για να µην πραγµατοποιηθεί κανένα από τα γεγονότα Α1, Α2 και Α3 θα πρέπει να πραγµατοποιηθεί η 

τοµή των συµπληρωµάτων τους (το αντίθετο του προηγούµενου ερωτήµατος). ∆ηλαδή: 

ccc AAAF 321 ∩∩=  

δ) Για να πραγµατοποιηθεί τουλάχιστον ένα από τα γεγονότα αρκεί να πραγµατοποιηθεί είτε το Α1 είτε 

το Α2 είτε το Α3. ∆ηλαδή, η ένωση τους: 

321 AAAG ∪∪=  

ε) Για να πραγµατοποιηθούν ακριβώς δύο από τα τρία, θα πρέπει να πραγµατοποιηθεί η τοµή δυο 

γεγονότων µε το συµπλήρωµα του τρίτου. Κάνοντας ένα διάγραµµα Venn µπορεί εύκολα να 

διαπιστωθεί ότι: 

( ) ( ) ( )321321321 AAAAAAAAAH ccc ∩∩∪∩∩∪∩∩=  

ζ) Με ανάλογο τρόπο µε αυτόν του προηγούµενου ερωτήµατος: 

( ) ( ) ( )cccccc AAAAAAAAAI 321321321 ∩∩∪∩∩∪∩∩=  

η) Εύκολα µπορεί κανείς να καταλήξει ότι για να πραγµατοποιηθεί τουλάχιστον ένα από τα τρία 

γεγονότα Α1, Α2 και Α3 πρέπει να συµβεί είτε η τοµή και των τριών τους (το γεγονός Ε δηλαδή) είτε 

ακριβώς δύο από τα τρία (το γεγονός Η) είτε ακριβώς ένα από τα τρία (το γεγονός Ι). ∆ηλαδή: 

Ι∪Η∪Ε=G  

Άσκηση 7. Να επαληθευτεί ο νόµος του DeMorgan µε τη χρήση των διαγραµµάτων Venn. 

Λύση: 

Ο νόµος του DeMorgan για δύο γεγονότα Α και Β ορίζει: 

( ) ( ) cccccc Β∪Α=Β∩ΑΒ∩Α=Β∪Α και  
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Ας εξετάσουµε την πρώτη ισότητα, καθώς η επαλήθευση της δεύτερης µπορεί να γίνει µε ανάλογο 

τρόπο. 

Το διάγραµµα Venn για το πρώτο µέρος της ισότητας (το συµπλήρωµα της ένωσης των γεγονότων Α 

και Β) µπορεί να σχεδιαστεί όπως στο παρακάτω σχήµα. 

 

Άς εξετάσουµε τώρα ένα ένα ξεχωριστά, τα µέλη του δεύτερου µέρους της ισότητας. 

Το συµπλήρωµα του γεγονότος Α και το συµπλήρωµα του γεγονότος Β θα σχηµατιστούν όπως 

παρακάτω: 

      

Η τοµή των συµπληρωµάτων των δύο γεγονότων Α και Β µπορεί εύκολα να προσδιοριστεί ως ο χώρος 

που περιβάλλει την ένωση των δύο γεγονότων, καταλήγοντας έτσι στο πρώτο διάγραµµα Venn που 

σχεδιάσαµε. 

Με τον παραπάνω τρόπο µπορούµε εύκολα να επαληθεύσουµε τον νόµο του DeMorgan και για 

περισσότερα του ενός γεγονότα. 

• 
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2. Εισαγωγή στις Πιθανότητες 

2.1  Κλασσικός Ορισµός της Πιθανότητας. 

Άσκηση 1. Εκτελούµε το ακόλουθο πείραµα: ρίχνουµε ταυτόχρονα δύο τίµια ζάρια και σηµειώνουµε 

το άθροισµα των ενδείξεων τους. Να βρεθούν: 

α) η πιθανότητα το άθροισµα να είναι άρτιος αριθµός. 

β) η πιθανότητα το άθροισµα να είναι 4. 

γ) η πιθανότητα το άθροισµα να είναι µεγαλύτερο του 9. 

Λύση: 

Σύµφωνα µε τον κλασσικό ορισµό της πιθανότητας, θα πρέπει να προσδιορίσουµε το σύνολο των 

δειγµατοσηµείων του πειράµατος. Για το συγκεκριµένο πείραµα αυτό µπορεί να γίνει κατασκευάζοντας 

έναν πίνακα που περιλαµβάνει όλα τα πιθανά αθροίσµατα: 

 

 1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 8 

3 4 5 6 7 8 9 

4 5 6 7 8 9 10 

5 6 7 8 9 10 11 

6 7 8 9 10 11 12 

 

α) Από τον παραπάνω πίνακα µπορούµε εύκολα να εντοπίσουµε όλα τα άρτια αθροίσµατα (18), καθώς 

και το σύνολο των δειγµατοσηµείων (36) του πειράµατος: 

( ) 5.0
2

1

36

18

)(

)(
====

Sn

An
AP  

β) Τα αθροίσµατα των ενδείξεων που είναι ίσα µε 4, είναι 3 στο σύνολο τους: (1,3), (2,2), (3,1). 

Εποµένως, το γεγονός Β= “το άθροισµα των ενδείξεων των δύο ζαριών να είναι 4” αποτελείται από 3 

δειγµατοσηµεία: 



14 

 

( ) 083,0
12

1

36

3

)(

)(
≈===

Sn

Bn
BP  

γ) Το γεγονός G= “το άθροισµα να είναι µεγαλύτερο από 9” αποτελείται από 6 δειγµατοσηµεία: 

G={(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)}. Εποµένως: 

( ) 166,0
6

1

36

6

)(

)(
≈===

Sn

Gn
BP  

Άσκηση 2. Κάποιος παίκτης παίζει το παραπάνω παιχνίδι ρίψης των δύο (τίµιων) ζαριών. Κερδίζει όταν 

το άθροισµα τους είναι 7 ή 11, ενώ χάνει όταν είναι 2, 3 ή 12. Για οποιοδήποτε άλλο αποτέλεσµα δεν 

υπάρχει νικητής και το παιχνίδι επαναλαµβάνεται από την αρχή. Να βρεθούν: 

α) η πιθανότητα ο παίκτης να κερδίσει το παιχνίδι. 

β) η πιθανότητα ο παίκτης να χάσει το παιχνίδι. 

Λύση: 

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον πίνακα που κατασκευάσαµε στην προηγούµενη άσκηση για να 

υπολογίσουµε τις πιθανότητες εµφάνισης των αθροισµάτων των ενδείξεων των δύο ζαριών. 

Κατασκευάζουµε, λοιπόν, τον παρακάτω πίνακα: 

Άθροισµα 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Πιθανότητα 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36 

 

α) η πιθανότητα ο παίκτης να κερδίσει ένα οποιοδήποτε παιχνίδι (P(N)) θα είναι προφανώς η ένωση των 

γεγονότων: Α=“το άθροισµα της ρίψης των ζαριών είναι 7” και Β=“το άθροισµα της ρίψης των ζαριών 

είναι 11”. Άρα: 

( ) )()()()( BAPBPAPBAPNP ∩−+=∪=  

Αφού τα γεγονότα αυτά είναι ξένα τότε θα ισχύει: ∅=∩ )( BAP  και εποµένως: 

( ) 222,036
8

36
2

36
6)()( ≈=+=+= BPAPNP  

β) µε ανάλογο τρόπο η πιθανότητα ο παίκτης να χάσει ένα οποιοδήποτε παιχνίδι (P(X)) θα είναι: 

( ) 111,09
1

36
4

36
1

36
2

36
1 ≈==++=XP  
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Άσκηση 3. ∆ύο φίλοι (Χ και Υ) παίζουν ένα παιχνίδι µε ένα τίµιο κέρµα. Ρίχνουν το κέρµα µια φορά 

και κατόπιν µια δεύτερη. Εάν έρθει Κεφαλή σε οποιαδήποτε από τις δύο ρίψεις, τότε κερδίζει ο Χ, 

ειδάλλως το παιχνίδι το κερδίζει ο Υ. Να βρεθεί η πιθανότητα να κερδίσει ο Χ την παρτίδα. 

Λύση: 

Το πρόβληµα αυτό αποτελεί ένα παράδειγµα του πόσο σηµαντικό είναι ο σωστός προσδιορισµός του 

δειγµατικού χώρου. Κάποιος θα µπορούσε να υποστηρίξει ότι ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος 

είναι:  

},,,{ ΓΓΓΚΚΓΚΚ=S  

Αποτελείται, δηλαδή, ο δειγµατοχώρος από τέσσερα δυνατά αποτελέσµατα. Στα τρία από αυτά ο 

παίκτης Χ κερδίζει το παιχνίδι και εποµένως η πιθανότητα νίκης του παίκτη Χ είναι ¾ (75%). 

Κάποιος άλλος θα µπορούσε να πεί ότι εάν το αποτέλεσµα της πρώτης ρίψης είναι Κεφαλή τότε δεν 

υπάρχει λόγος να συνεχιστεί το παιχνίδι µε την δεύτερη ρίψη καθώς από τους κανόνες του παιχνιδιού 

οποιοδήποτε αποτέλεσµα της δεύτερης ρίψης θα είναι ανούσιο (ο Χ θα έχει κερδίσει την παρτίδα ήδη 

από την πρώτη ρίψη). Άρα, ο κατάλληλος δειγµατικός χώρος για την δεύτερη προσέγγιση θα είναι: 

},,{ ΓΓΓΚΚ=S  

∆ηλαδή, ο δειγµατοχώρος αποτελείται από τρία δυνατά ενδεχόµενα, εκ των οποίων στα δύο ο Χ 

κερδίζει το παιχνίδι. Η πιθανότητα νίκης του Χ θα είναι 2/3 ~ 66%, και όχι 75% σύµφωνα µε τον 

προηγούµενο συλλογισµό.  

Ωστόσο, η δεύτερη προσέγγιση υποθέτει την ισοπίθανη πραγµατοποίηση των ενδεχοµένων, πράγµα το 

οποίο είναι λανθασµένο. Όπως θα φανεί σε επόµενες ασκήσεις (υπο συνθήκη πιθανότητα και ολική 

πιθανότητα) ο δειγµατικός χώρος πράγµατι είναι αυτός της δεύτερης προσέγγισης αλλά µε διαφορετική 

κατανοµή πιθανοτήτων για κάθε ενδεχόµενο.  

• 

3. Αρχές Α̟αρίθµησης 

 

3.1 Κανόνας Γινοµένου 

Άσκηση 1.  

α) Ντύσου επιλέγοντας ένα πουκάµισο, ένα παντελόνι, ένα ζευγάρι παπούτσια και ένα καπέλο, από n1 

πουκάµισα, n2 παντελόνια, n3 παπούτσια και n4 καπέλα (µε n1=4, n2=3, n3=n4=2). 

β) Σχηµάτισε όλους τους αριθµούς µε k ψηφία, επιλέγοντας τα k ψηφία από n διαφορετικούς αριθµούς 

(µε k=2, n=4). 
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γ) Σχηµάτισε όλους τους δυνατούς κώδικες µήκους 4 ψηφίων κάνοντας χρήση των ψηφίων 0 και 1. 

Λύση: 

α) Εφαρµόζοντας τον κανόνα του γινοµένου το σύνολο των τρόπων που µπορεί να ντυθεί ένα άτοµο 

είναι: 

4822344321 =×××=××× nnnn  

β) Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι το πείραµα (ο σχηµατισµός των αριθµών) ολοκληρώνεται σε k 

στάδια. Αφού σε κάθε στάδιο έχουµε n επιλογές, τότε εφαρµόζοντας τον κανόνα του γινοµένου 

µπορούµε να πούµε ότι όλοι οι αριθµοί που µπορούν να σχηµατιστούν είναι: 

1644 =×=× nn  

γ) Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να πούµε ότι το πείραµα χωρίζεται σε 4 στάδια όπου έχουµε δύο 

επιλογές (0 και 1). Εποµένως, εφαρµόζοντας τον κανόνα του γινοµένου θα έχουµε: 

1622222 4 ==×××  

Ε̟αληθέυστε το γ) ερώτηµα µε τη βοήθεια δενροδιαγράµµατος. 

Άσκηση 2. Να βρεθούν όλες οι δυνατές πινακίδες αυτοκινήτων της µορφής ΓΓΓαααα (όπου “Γ” είναι 

γράµµα της ελληνικής αλφαβήτου από ένα σύνολο 14 γραµµάτων, και “αααα” είναι ένας αριθµός από 

το 1000 µέχρι το 9999). 

Λύση: 

Ως γνωστόν οι ελληνικές πινακίδες διαθέτουν τρία γράµµατα τα οποία µπορούν να ληφθούν από 14 

διαφορετικές επιλογές {Α,Β,Ε,Ζ,Η,Ι,Κ,Μ,Ν,Ο,Ρ,Τ,Υ,Χ} και τέσσερις αριθµούς εκ των οποίων ο 

πρώτος µπορεί να είναι 1-9 (δηλαδή εννιά δυνατότητες) και οι υπόλοιποι µπορεί να είναι από 0-9 

(δηλαδή δέκα επιλογές). Σύµφωνα, λοιπόν, µε τον κανόνα του γινοµένου όλες οι πιθανές πινακίδες που 

µπορεί να κυκλοφορούν είναι: 

246960009000141010109141414 3 =×=××××××  

Άσκηση 3: Πόσες λέξεις µε πέντε γράµµατα µπορούν να σχηµατιστούν χρησιµοποιώντας τα 26 

γράµµατα του Αγγλικού αλφαβήτου, εάν: 

α) ∆εν υπάρχει κανένας περιορισµός. 

β) Και τα πέντε γράµµατα πρέπει να είναι διαφορετικά. 

Λύση: 
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α) Εφόσον δεν υπάρχει κανένας περιορισµός (µπορεί η κάθε λέξη να έχει το ίδιο γράµµα πάνω από µία 

φορές), όλες οι δυνατές λέξεις θα είναι: 

11881376262626262626 5 ==××××  

β) Σε αυτή τη περίπτωση θα πρέπει το κάθε γράµµα να είναι διαφορετικό στην κάθε λέξη. Εποµένως, το 

πρώτο γράµµα της λέξης µπορεί να είναι ένα από τα 26 διαθέσιµα, το δεύτερο γράµµα µπορεί να 

επιλεγεί από 25 (ένα έχει αφαιρεθεί αφού χρησιµοποιείται ως πρώτο γράµµα), το τρίτο επιλέγεται από 

24 διαθέσιµα κ.ο.κ. Άρα, το σύνολο των λέξεων θα είναι: 

78936002223242526 =××××  

• 

3.2 Μεταθέσεις και Συνδυασµοί 

Άσκηση 1: Έχουµε τρία άτοµα (Α, Β και Γ) σε µια τάξη.  

α) Εάν θέλουµε να τα τοποθετήσουµε τυχαία σε τρία διαδοχικά καθίσµατα, µε πόσους διαφορετικούς 

τρόπους µπορούµε να τα διατάξουµε; 

β) Εάν θέλουµε τα άτοµα Α και Β να τα τοποθετήσουµε στα τρία καθίσµατα, µε πόσους διαφορετικούς 

τρόπους µπορούµε να τα διατάξουµε;  

γ) Εάν επιλέξουµε τυχαία δυο από αυτά τα άτοµα για την ανάθεση µιας εργασίας, πόσους συνδυασµούς 

θα έχουµε; 

Λύση: 

α) Στο ερώτηµα αυτό µας ενδιαφέρει η διάταξη των ατόµων (π.χ. το Α στην πρώτη θέση το Β στη 

δεύτερη κ.ο.κ). Επιχειρώντας, λοιπόν, να τοποθετήσουµε αυτά τα 3 άτοµα στις θέσεις αυτές θα δούµε 

ότι για την πρώτη θέση έχουµε 3 επιλογές. Για την δεύτερη 2 επιλογές. Και για την τρίτη µας αποµένει 

µια επιλογή. Εποµένως, οι τρόποι µε τους οποίους µπορούµε να διατάξουµε τα 3 άτοµα είναι: 

6!3123 ==××  

Πράγµατι, όλες οι πιθανές διατάξεις των ατόµων θα είναι: {ΑΒΓ,ΑΓΒ,ΒΑΓ,ΒΓΑ,ΓΑΒ,ΓΒΑ}. 

Μ̟ορείτε να ε̟αληθέυσετε το α̟οτέλεσµα µε τη χρήση δενδροδιαγράµµατος. 

β) Εδώ µας ενδιαφέρει η διάταξη αλλά µε λιγότερα άτοµα από ότι οι θέσεις. Άρα, εφαρµόζοντας τον 

τύπο των µεταθέσεων θα έχουµε (µε n=3- αριθµός θέσεων και k=2-αριθµός ατόµων): 

6
1

6

)!23(

!3

)!(

!
==

−
=

− kn

n
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Πράγµατι, οι διαφορετικές διατάξεις θα είναι: {ΑΒ_,ΒΑ_,_ΑΒ,_ΒΑ,Α_Β,Β_Α}, όπου το σύµβολο “_” 

αναπαριστά την κενή θέση. 

γ) Στο ερώτηµα αυτό δεν µας ενδιαφέρει η διάταξη των ατόµων, αλλά οι επιλογές που µπορούµε να 

έχουµε (οι δυνατοί συνδυασµοί). Εφόσον διαλέγουµε από τα τρία αυτά άτοµα (n) τα δύο (k) θα έχουµε: 

3
2

6

)!23(!2

!3

)!(!

!
==

−
=

− knk

n
 

Πράγµατι, όλοι οι συνδυασµοί θα είναι: {ΑΒ, ΑΓ, ΓΒ}. 

Άσκηση 2: 8 αυτοκίνητα σταθµεύουν σε 10 θέσεις στάθµευσης. Με πόσους τρόπους µπορεί να γίνει 

αυτό, εάν δεν µας ενδιαφέρει η θέση που θα καταλάβει το κάθε αυτοκίνητο; 

Λύση: 

Πρόκειται για πρόβληµα συνδυασµών (εφόσων δεν µας ενδιαφέρει η διάταξη των αυτοκινήτων). 

Εποµένως, οι δυνατές θέσεις είναι 10 και τα αυτοκίνητα είναι 8 θα έχουµε: 

45
80640

3628800

)!810(!8

!10

)!(!

!
==

−
=

−
=









knk

n

k

n
 

Άσκηση 3: Το διδακτικό προσωπικό ενός ακαδηµαϊκού τµήµατος ενός Πανεπιστηµίου αποτελείται από 

4 επίκουρους καθηγητές, 6 αναπληρωτές καθηγητές και 5 καθηγητές. Επίσης, έχει 30 µεταπτυχιακούς 

φοιτητές. Πρόκειται να συσταθεί µια πενταµελής επιτροπή µε σκοπό να εξετάσει ένα θέµα του 

προγράµµατος σπουδών. 

α) Ποιός είναι ο αριθµός όλων των δυνατών επιτροπών οι οποίες θα αποτελούνται µόνο από διδακτικό 

προσωπικό; 

β) Πόσες επιτροπές µπορούν να σχηµατιστούν αν πρέπει να συµµετέχουν σε αυτές 2 µεταπτυχιακοί 

φοιτητές και να αντιπροσωπεύονται όλες οι βαθµίδες; 

Λύση: 

α) Σε αυτό το υποερώτηµα µας ενδιαφέρουν οι συνδυασµοί. Έχουµε 15 µέλη διδακτικού προσωπικού 

που θα συστήσουν την επιτροπή. Εποµένως, εφαρµόζοντας τον τύπο των συνδυασµών µε n=15 και k=5 

θα έχουµε: 

3003
54321

1514131211

!10!5

!15

)!515(!5

!15

5

15
=

××××
××××

==
−

=







=









k

n
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β) Σε αυτή τη περίπτωση από τους 30 φοιτητές θα πρέπει να επιλεγούν 2. Σύµφωνα µε τους 

συνδυασµούς όλες οι επιλογές θα είναι 








2

30
. Θα πρέπει να εκπροσωπούνται όλες οι βαθµίδες. Άρα, για 

τους βοηθούς καθηγητές οι επιλογές θα είναι 








1

4
, για τους αναπληρωτές 









1

6
 και για τους 

καθηγητές 








1

5
 . Άρα, όλες οι πιθανές επιτροπές θα είναι το γινόµενο των παραπάνω συνδυασµών: 

52200120435564
2

3029

!4!1

!5

!5!1

!6

!3!1

!4

!28!2

!30

1

5

1

6

1

4

2

30
=×=×××

×
=×××=








×








×








×








 

 

4. ∆εσµευµένη, Ολική Πιθανότητα και το Θεώρηµα Bayes 

Άσκηση 1: Ρίχνουµε τρία κέρµατα, µία φορά το καθένα. Θεωρούµε τα γεγονότα Α= “θα έρθει ακριβώς 

δυο φορές Κορώνα” και Β= “τα κέρµατα 1 και 2 θα έρθουν Κορώνα”. Να υπολογιστεί η πιθανότητα 

να συµβεί το γεγονός Β δεδοµένου ότι έχει συµβεί το γεγονός Α.  

Λύση: 

Ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος «ρίψη 3 κερµάτων» θα αποτελείται από: 2×2×2=8 

δειγµατοσηµεία. Αυτά θα είναι: S={KKK,ΚΚΓ,ΚΓΚ,ΚΓΓ,ΓΚΚ,ΓΚΓ,ΓΓΚ,ΓΓΓ} (Επαληθεύστε το 

µε τη χρήση δενδροδιαγράµµατος). Τα δειγµατοσηµεία είναι όλα ισοπίθανα. 

Το γεγονός Α θα αποτελείται από τα εξής δειγµατοσηµεία: Α={ΚΚΓ,ΚΓΚ,ΓΚΚ}. Ενώ το γεγονός Β 

θα έχει: Β={ΚΚΚ,ΚΚΓ}. Εποµένως, οι πιθανότητες P(A) και P(Β) θα είναι:  

8

2

)(

)(
)(

8

3

)(

)(
)( ====

SN

BN
BP

SN

AN
AP και  

Η τοµή των γεγονότων Α και Β θα περιέχει τα δειγµατοσηµεία: Α∩Β={ΚΚΓ}. Και η πιθανότητα της 

θα είναι προφανώς: P(A∩B)=1/8. 

Αναζητούµε την πιθανότητα να συµβεί το γεγονός Β δεδοµένου ότι έχει συµβεί το γεγονός Α. Την 

δεσµευµένη πιθανότητα, δηλαδή, P(B|A). Εφαρµόζοντας την σχέση της δεσµευµένης πιθανότητας θα 

έχουµε: 

3

1

8
3

8
1

)(

)(
)|( ==

∩
=

AP

BAP
ABP  
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Άσκηση 2: Ρίχνουµε δύο ζάρια από µία φορά. Θεωρούµε τα γεγονότα Α= “το άθροισµα των ενδείξεων 

τους είναι ≤ 5” και Β= “το άθροισµα των ενδείξεων τους είναι ≥ 4”. Να υπολογιστεί η πιθανότητα να 

συµβεί το γεγονός Β δεδοµένου ότι έχει συµβεί το γεγονός Α. 

 

Λύση: 

Το σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων της ρίψης των δύο ζαριών θα είναι 6×6=36. Μπορούµε να 

κατασκευάσουµε τον πίνακα των αθροισµάτων των ενδείξεων όπως παρακάτω  

 1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 8 

3 4 5 6 7 8 9 

4 5 6 7 8 9 10 

5 6 7 8 9 10 11 

6 7 8 9 10 11 12 

 

Το γεγονός Α θα περιέχει τα δειγµατοσηµεία: 

 Α={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(4,1)}, 10 δειγµατοσηµεία. 

Το γεγονός Β θα έχει 33 δειγµατοσηµεία (δεν τα παραθέτουµε για ευνόητους λόγους). 

Η τοµή των γεγονότων Α και Β θα έχει τα εξής δειγµατοσηµεία:  

Α∩Β={(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(4,1)}, 7 δειγµατοσηµεία. 

Εποµένως, οι αντίστοιχες πιθανότητες θα είναι: 

36

7

)(

)(
)(

36

33

)(

)(
)(

36

10

)(

)(
)( =

∩
=∩====

SN

BAN
BAP

SN

BN
BP

SN

AN
AP καικαι  

Η δεσµευµένη πιθανότητα που ζητάµε θα είναι: 

7.0
10

7

36
10

36
7

)(

)(
)|( ===

∩
=

AP

BAP
ABP  
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Άσκηση 3: Ένα δοχείο περιέχει 10 πανοµοιότυπα σφαιρίδια, από τα οποία τα 5 είναι µαύρα, τα 3 είναι 

κόκκινα και τα 2 είναι άσπρα. Βγάζουµε τέσσερα σφαιρίδια (ένα κάθε φορά) χωρίς να τα 

επανατοποθετούµε στο δοχείο. Να βρεθεί η πιθανότητα το πρώτο σφαιρίδιο να είναι µαύρο, το δεύτερο 

κόκκινο, το τρίτο άσπρο και το τέταρτο µαύρο. 

Λύση: 

Το πείραµα αποτελείται από τέσσερα στάδια. Μπορούµε να κάνουµε χρήση του ακόλουθου 

δενδροδιαγράµµατος: 

 

Στο δενδροδιάγραµµα φαίνεται µόνο η διαδροµή που µας ενδιαφέρει: Μ→Κ→Α→Μ, καθώς επίσης 

και η εκάστοτε πιθανότητα για την µετάβαση σε κάθε στάδιο. Έτσι θα έχουµε: 

7

4
)|(

8

2
)|(

9

3
)|(

10

5
)( =∩∩=∩== AKMMPKMAPMKPMP  

Εµείς αναζητούµε την πιθανότητα P(M∩K∩A∩M). Σύµφωνα, λοιπόν, µε το πολλαπλασιαστικό 

θεώρηµα θα έχουµε: 

024.0
42

1

7

4

8

2

9

3

10

5
)|()|()|()()(

≈

=×××=∩∩×∩××=∩∩∩ AKMMPKMAPMKPMPMAKMP

 

Άσκηση 4: Υποθέτουµε οτι έχουµε δύο δίδυµα αδέρφια και ότι η πιθανότητα και τα δύο παιδιά να είναι 

αγόρια είναι 0.30. Η πιθανότητα και τα δύο παιδιά να είναι κορίτσια είναι 0.26. Αν η πιθανότητα ότι το 

πρώτο παιδί είναι αγόρι είναι 0.52, να υπολογιστούν οι πιθανότητες: 

α) Το δεύτερο παιδί είναι αγόρι, δεδοµένου ότι το πρώτο παιδί είναι αγόρι. 

β) Το δεύτερο παιδί είναι κορίτσι, δεδοµένου ότι το πρώτο παιδί είναι κορίτσι. 

γ) Το πρώτο παιδί είναι αγόρι και το δεύτερο κορίτσι. 

Υ̟όδειξη: Συµβολίστε µε Αi και Ki τα γεγονότα το i-παιδί να είναι αγόρι ή κορίτσι, αντίστοιχα, µε i=1,2. 
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Λύση: 

Από την εκφώνηση της άσκησης έχουµε τα εξής δεδοµένα: 

52.0)(26.0)(30.0)( 12121 ==∩=∩ APKKPAAP  

α) Σε αυτό το ερώτηµα αναζητούµε την )|( 12 AAP . Εφαρµόζοντας την σχέση της δεσµευµένης 

πιθανότητας, εύκολα καταλήγουµε: 

577.0
52.0

30.0

)(

)(
)|(

1

21
12 ≈=

∩
=

AP

AAP
AAP  

β) Η πιθανότητα προς εύρεση είναι η )|( 12 KKP . Θα πρέπει, όµως να γνωρίζουµε την πιθανότητα το 

πρώτο παιδί να είναι κορίτσι: 

48.052.01)(1)( 11 =−=−= APKP  

Τώρα µπορούµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα: 

542.0
48.0

26.0

)(

)(
)|(

1

21
12 ≈=

∩
=

KP

KKP
KKP  

γ) Τώρα µας ζητείται η πιθανότητα )( 21 KAP ∩ . Σύµφωνα µε το πολλαπλασιαστικό θεώρηµα αυτή 

δίνεται από την σχέση: 

)()|()( 11221 APAKPKAP ×=∩  

Είναι προφανές ότι (επιβεβαιώστε το µε τη βοήθεια δενδροδιαγράµµατος): 

423.0577.01)|(1)|( 1212 =−=−= AAPAKP  

Εποµένως: 

22.052.0423.0)( 21 ≈×=∩ KAP  

Άσκηση 5: Εάν ∅=∩ BA και 0)( >∪ BAP , να εκφραστούν οι πιθανότητες )|( BAAP ∪ και 

)|( BABP ∪ µε τη βοήθεια των πιθανοτήτων )(AP και )(BP . 

Λύση: 

Χρησιµοποιούµε την σχέση της υπό συνθήκης πιθανότητας όπως παρακάτω: 

)()(

)(

)()()(

))()((

)(

))((
)|(

BPAP

AP

BAPBPAP

BAAAP

BAP

BAAP
BAAP

+
=

∩−+
∩∪∩

=
∪

∪∩
=∪  
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Αντίστοιχα: 

)()(

)(

)()()(

))()((

)(

))((
)|(

BPAP

BP

BAPBPAP

BBABP

BAP

BABP
BABP

+
=

∩−+
∩∪∩

=
∪

∪∩
=∪  

 

Άσκηση 6: Να δειχθεί ότι για τρία γεγονότα Α, Β και C µε P(A) P(B) P(C) > 0 ισχύει: 

)|)(()|()|()|( CBAPCBPCAPCBAP ∩−+=∪  

Λύση: 

Ξεκινούµε από το αριστερό µέλος της σχέσης και αναπτύσσουµε ως εξής: 

)(

))()((

)(

))((
)|(

CP

CBCAP

CP

CBAP
CBAP

∩∪∩
=

∩∪
=∪  

Κατόπιν εφαρµόζουµε τον προσθετικό κανόνα στον αριθµητή: 

=
∩∩∩−∩+∩

=
∩∪∩

)(

))()(()()(

)(

))()((

CP

CBCAPCBPCAP

CP

CBCAP
 

)|()|()|(
)(

))((

)(

)(

)(

)(
CBAPCBPCAP

CP

CBAP

CP

CBP

CP

CAP
∩−+=

∩∩
−

∩
+

∩
 

 

Άσκηση 7: Να δειχθεί ότι για δύο γεγονότα Α και Β µε P(A) P(B) > 0 ισχύει: 

)|(1)|( BAPBAP −=  

Λύση: 

Ξεκινούµε από το αριστερό µέλος της σχέσης και αναπτύσσουµε όπως παρακάτω: 

)(

)(

BP

BAP ∩
 

Σε αυτό το σηµείο µπορούµε να κάνουµε χρήση ενός διαγράµµατος Venn (αφήνεται στον αναγνώστη 

να το επιβεβαιώσει). Το συµπλήρωµα του γεγονότος Α θα είναι όλος ο χώρος γύρω από το γεγονός Α 

και η τοµή του µε το γεγονός Β θα είναι το γεγονός Β εκτός από την τοµή του µε το Α. Άρα: 

)|(1
)(

)(
1

)(

)()(

)(

)(
BAP

BP

BAP

BP

BAPBP

BP

BAP
−=

∩
−=

∩−
=

∩
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Άσκηση 8: Ένα σήµα αποστέλλεται από ένα σηµείο Α σε ένα σηµείο Β διαµέσου δύο διακοπτών Ι και 

ΙΙ οι οποίοι βρίσκονται συνδεδεµένοι σε σειρά. Υποθέτουµε ότι οι διακόπτες Ι και ΙΙ είναι κλειστοί µε 

πιθανότητες 8.0)( =KIP  και 6.0)( =KIIP , αντίστοιχα. Έστω επίσης ότι ισχύει: 

).()|( KKK IIPIIIP =  Να υπολογιστούν οι πιθανότητες: 

i) Το σήµα παραλαµβάνεται στο σηµείο Β. 

ii) Η δεσµευµένη πιθανότητα να είναι ανοικτός ο διακόπτης Ι, δεδοµένου ότι το σήµα δεν 

παρελήφθη στο σηµείο Β. 

iii) Η δεσµευµένη πιθανότητα να είναι ανοικτός ο διακόπτης ΙΙ, δεδοµένου ότι το σήµα δεν 

παρελήφθη στο σηµείο Β. 

Λύση: 

i) Για να παραληφθεί το σήµα στο σηµείο Β θα πρέπει και οι δύο διακόπτες να είναι κλειστοί. 

Ζητούµε δηλαδή την πιθανότητα )( KK IIIP ∩ : 

48.08.06.0)()|()( =⋅=⋅=∩ KKKKK IPIIIPIIIP  

ii) Για να µην παραληφθεί το σήµα στο σηµείο Β θα πρέπει είτε ο διακόπτης Ι είτε ο ΙΙ να είναι 

ανοικτός. Ζητούµε δηλαδή την πιθανότητα )(|( AAA IIIIP ∪ : 

)(

)(

)(

))((
))(|(

AA

A

AA

AAA
AAA IIIP

IP

IIIP

IIIIP
IIIIP

∪
=

∪

∪∩
=∪  

(η ισότητα στον αριθµητή επαληθεύεται αµέσως µε τη βοήθεια διαγράµµατος Venn). 

Το µόνο που αποµένει σε αυτό το σηµείο είναι ο προσδιορισµός της τιµής του παρονοµαστή. Το 

γεγονός ένας διακόπτης να είναι ανοικτός, είναι το συµπλήρωµα του γεγονότος αυτός να είναι κλειστός. 

Κάνοντας χρήση και του κανόνα του DeMorgan µπορούµε να έχουµε: 

52.0)(1)()()( =∩−=∩=∪=∪ KKKKKKAA IIIPIIIPIIIPIIIP  

Εύκολα λοιπόν υπολογίζουµε: 

384.0
52.0

2.0

)(

)(
))(|( ≈=

∪
=∪

AA

A
AAA IIIP

IP
IIIIP  

iii) Το ερώτηµα αυτό απαιτεί την ίδια διαδικασία, µόνο που ζητείται η πιθανότητα 

)(|( AAA IIIIIP ∪ . Αναλόγως, αυτή η πιθανότητα θα είναι: 



25 

 

769.0
52.0

4.0

)(

)(
))(|( ≈=

∪
=∪

AA

A
AAA IIIP

IIP
IIIIIP  

Άσκηση 9: Ένα κουτί περιέχει 15 πανοµοιότυπα σφαιρίδια, τα 10 εκ των οποίων είναι κόκκινα και 5 

είναι µαύρα. Βγάζουµε διαδοχικά τέσσερα σφαιρίδια χωρίς επανατοποθέτηση. Υπολογίστε την 

πιθανότητα το πρώτο και το τέταρτο σφαιρίδιο να είναι κόκκινα. 

Λύση: 

Από την εκφώνηση µπορούµε εύκολα να συµπεράνουµε ότι το πείραµα µας αποτελείται από τέσσερα 

στάδια. Είναι, εποµένως, χρήσιµο να κατασκευάσουµε ένα δεδνροδιάγραµµα: 

 

Στο δενδροδιάγραµµα µας ενδιαφέρουν µόνο οι διαδροµές που στο πρώτο και στο τέταρτο στάδιο  

καταλήγουν σε Κ. Σε κάθε στάδιο φαίνεται και η πιθανότητα επιλογής σφαιριδίου. 

Ζητούµε, λοιπόν, την πιθανότητα )( KXXKP ∩∩∩ , όπου Χ είναι το χρώµα των σφαιριδίων στα 

στάδια 2 και 3 (τα οποία µπορεί να είναι είτε Κ είτε Μ). Σύµφωνα µε το θεώρηµα της ολικής 

πιθανότητας θα έχουµε: 

)(

)()()()(

KMMKP

KKMKPKMKKPKKKKPKXXKP

∩∩∩

+∩∩∩+∩∩∩+∩∩∩=∩∩∩
 

Και για κάθε µια πιθανότητα εφαρµόζουµε το πολλαπλασιαστικό θεώρηµα: 

32760

5040
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7

13

8

14

9

15
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)( =⋅⋅⋅=∩∩∩ KKKKP  

32760

3600
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)( =⋅⋅⋅=∩∩∩ KMKKP  
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)( =⋅⋅⋅=∩∩∩ KKMKP  
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32760

1800

12

9

13

4

14

5

15

10
)( =⋅⋅⋅=∩∩∩ KMMKP  

Τέλος, η πιθανότητα προς αναζήτηση θα είναι: 

428.0
32760

1800

32760

3600

32760

3600

32760

5040
)( ≈+++=∩∩∩ KXXKP  

Άσκηση 10: ∆ύο φίλοι (Χ και Υ) παίζουν ένα παιχνίδι µε ένα τίµιο κέρµα. Ρίχνουν το κέρµα µια φορά, 

εξετάζουν το αποτέλεσµα και κατόπιν µια δεύτερη. Εάν έρθει Κεφαλή σε οποιαδήποτε από τις δύο 

ρίψεις, τότε κερδίζει ο Χ, ειδάλλως το παιχνίδι το κερδίζει ο Υ. Να βρεθεί η πιθανότητα να κερδίσει ο 

Χ την παρτίδα. 

Λύση: 

Πρόκειται για την άσκηση που χρησιµοποιήθηκε για την ανάδειξη της σηµασίας εύρεσης του σωστού 

δειγµατοχώρου. Ο σωστός δειγµατοχώρος πράγµατι αποτελείται από τα δειγµατοσηµεία {Κ,ΓΚ,ΓΓ} 

τα οποία όµως δεν είναι ισοπίθανα. Αυτό µπορεί εύκολα να προκύψει από την χρήση ενός 

δενδροδιαγράµµατος: 

 

 

 

 

 

Το παιχνίδι εκκινεί µε την πρώτη ρίψη του νοµίσµατος. Εποµένως, έχουµε δύο ισοπίθανα ενδεχόµενα 

Κ1 και Γ1, µε P(K1)=0.5 και P(Γ1)=0.5. Εάν έρθει Κεφαλή, τότε το παιχνίδι σταµατά και κερδίζει ο Χ. 

Γι αυτό το λόγο δεν συνεχίζεται το δενδροδιάγραµµα έπειτα από το ενδεχόµενο Κ1. Εάν έρθει 

Γράµµατα τότε το παιχνίδι συνεχίζεται µε την δεύτερη ρίψη. Τότε θα έχουµε τα ενδεχόµενα να έρθει Κ 

(αφού έχει έρθει Γ στην πρώτη ρίψη) και Γ (αφού έχει έρθει Γ στην πρώτη ρίψη). Εποµένως, θα έχουµε 

τις υπό συνθήκη πιθανότητες P(K2|Γ1)=0.5 και P(Γ2|Γ1)=0.5. Από τους τύπους της δεσµευµένης 

πιθανότητας θα έχουµε: 

25.05.05.0)(
)(

)(
)|( 12

1

12
12 =×=∩⇒

∩
= ΓKP

ΓP

ΓKP
ΓKP  

Αντίστοιχα θα ισχύει και 25.05.05.0)( 12 =×=∩ ΓΓP . Εποµένως, η πιθανότητες πραγµατοποίησης 

των ενδεχοµένων Κ, ΓΚ και ΓΓ θα είναι 0.5, 0.25 και 0.25 αντίστοιχα.  

Κ1 

Γ1 

Κ2 

Γ2 
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Για να βρούµε την πιθανότητα ο Χ να κερδίσει το παιχνίδι αρκεί να βρούµε την πιθανότητα να έρθει Κ 

είτε στην πρώτη είτε στην δεύτερη ρίψη. Εφαρµόζοντας τον τύπο της ολικής πιθανότητας θα έχουµε: 

75.025.05.0)|()()( 121 =+=+= ΓKPKPKP  

Άσκηση 11: Σε ένα συγκεκριµένο σταθµό πώλησης καυσίµων, τα ποσοστά των οδηγών που 

χρησιµοποιούν αµόλυβδη, ενισχυµένη αµόλυβδη και υψηλής ποιότητας αµόλυβδη βενζίνη είναι 40%, 

35% και 25%, αντίστοιχα. Τα αντίστοιχα ποσοστά µε τα οποία οι οδηγοί επιλέγουν να γεµίσουν 

πλήρως τις δεξαµενές τους είναι 30%, 50% και 60%. Ποια είναι η πιθανότητα ένας οδηγός αυτοκινήτου 

που θα επιλεγεί τυχαία από τους ιδιοκτήτες του πρατηρίου, να γεµίσει πλήρως τη δεξαµενή καυσίµου 

του; 

Λύση: 

Ας συµβολίσουµε µε Α, Ε και Υ τα γεγονότα ένας οδηγός να βάλει Αµόλυβδη, Ενισχυµένη αµόλυβδη 

και Υψηλής ποιότητας αµόλυβδη βενζίνη, αντίστοιχα. Επίσης, ας συµβολίσουµε µε Φ το γεγονός ένας 

οδηγός να γεµίσει πλήρως το ρεζερβουάρ του. Από τα δεδοµένα της άσκησης θα έχουµε: P(A)=0.4, 

P(E)=0.35, P(Y)=0.25, P(Φ|Α)=0.3, P(Φ|Ε)=0.5 και P(Φ|Υ)=0.6. 

Αναζητούµε την πιθανότητα P(Φ) η οποία µπορεί να γραφτεί σύµφωνα µε τον τύπο της ολικής 

πιθανότητας: 

)()()()( ΥΦPΕΦPΑΦPΦP ∩+∩+∩=  

Εύκολα µπορούν να προσδιοριστούν οι επιµέρους πιθανότητες από τον τύπο της δεσµευµένης 

πιθανότητας: 

12.04.03.0)( =×=∩ ΑΦP  

175.035.05.0)( =×=∩ EΦP  

15.025.06.0)( =×=∩YΦP  

Άρα 

445.0)( =ΦP  

Άσκηση 12: Από ένα πληθυσµό που αποτελείται από 52% γυναίκες και 48% άνδρες, επιλέγεται στην 

τύχη ένα άτοµο, το οποίο βρίσκεται ότι πάσχει από διαβήτη. Αν υποθέσουµε ότι οι αναλογίες των 

πασχόντων από διαβήτη στις γυναίκες και τους άνδρες είναι 25% και 5%, αντίστοιχα, ποια είναι η 

πιθανότητα το άτοµο που επιλέχθηκε να είναι άνδρας; 

Λύση: 
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Ας συµβολίσουµε µε Μ, W και A τα γεγονότα ένα άτοµο να είναι άνδρας, γυναίκα και να πάσχει από 

διαβήτη, αντίστοιχα. Οι πιθανότητες που µας δίνονται από την εκφώνηση είναι: 

48.0)( =MP , 52.0)( =WP , 05.0)|( =MAP , 25.0)|( =WAP  

Εµείς ψάχνουµε την πιθανότητα )|( AMP . Αυτή θα δίνεται: 

)(

)(
)|(

AP

AMP
AMP

∩
=  

Ας ξεκινήσουµε προσδιορίζοντας την πιθανότητα ένα άτοµο να έχει διαβήτη )(AP . Από τα δεδοµένα 

της άσκησης θα έχουµε: 

024.048.005.0)()|()( =⋅=⋅=∩ MPMAPMAP  

13.052.025.0)()|()( =⋅=⋅=∩ WPWAPWAP  

Με χρήση της ολικής πιθανότητας προσδιορίζουµε την )(AP : 

154.013.0024.0)()()( =⋅=∩+∩= WAPMAPAP  

Με απλή αντικατάσταση, καταλήγουµε: 

156.0
154.0

024.0

)(

)(
)|( ≈=

∩
=

AP

AMP
AMP  

Άσκηση 13: Τρείς µηχανές Ι, ΙΙ και ΙΙΙ, συναρµολογούν το 30%, 30% και 40%, αντίστοιχα, του 

συνόλου των τηλεοράσεων µιας εταιρίας. Από αυτές το 4%, το 3% και το 2%, αντίστοιχα είναι 

ελαττωµατικά. Επιλέγουµε τυχαία µια τηλεόραση από το σύνολο και ελέγχουµε εάν είναι ελαττωµατική 

ή όχι. 

i) Ποια η πιθανότητα η τηλεόραση αυτή να είναι ελαττωµατική; 

ii) Εάν όντως είναι ελαττωµατική, ποια η πιθανότητα να έχει κατασκευαστεί από την µηχανή Ι; 

iii) Η ίδια ερώτηση µε το υποερώτηµα (ii), αυτή τη φορά για τις µηχανές ΙΙ και ΙΙΙ. 

 

Λύση: 

i) Η εκφώνηση µας δίνει τις εξής πιθανότητες: P(I)=0.3, P(II)=0.3 και P(III)=0.4. Επίσης µας 

δίνει τις δεσµευµένες πιθανότητες µια τηλεόραση να είναι ελαττωµατική (γεγονός Ε) 

δεδοµένου ότι έχει προέλθει από µία από τις µηχανές Ι, ΙΙ και ΙΙΙ: P(E|I)=0.04, 

P(E|II)=0.03 και P(E|III)=0.02. 
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Η πιθανότητα µια τυχαία τηλεόραση να είναι ελαττωµατική P(E) θα προκύψει εφαρµόζοντας το 

θεώρηµα της ολικής πιθανότητας: 

029.04.002.03.003.03.004.0)()()()( =⋅+⋅+⋅=∩+∩+∩= IIIEPIIEPIEPEP  

ii) Ζητούµε την πιθανότητα P(I|E): 

413.0
029.0

012.0

)(

)(
)|( ≈=

∩
=

EP

EIP
EIP  

iii) Αναλόγως καταλήγουµε ότι P(II|E)=0.31 και P(III|E)=0.276. 

 

5. Ανεξαρτησία Γεγονότων 

Άσκηση 1: Ένα ποντίκι είναι εγκλωβισµένο σε ένα λαβύρινθο και πρέπει να περάσει από τρείς 

διαδοχικές παγίδες για να µπορέσει να απελευθερωθεί. Οι παγίδες λειτουργούν ανεξάρτητα και οι 

πιθανότητες να περάσει το ποντίκι επιτυχώς από αυτές είναι 0.6, 0.4 και 0.2, αντίστοιχα. Να 

υπολογιστούν οι ακόλουθες πιθανότητες: 

i) Το ποντίκι θα καταφέρει να βγει από τον λαβύρινθο. 

ii) Το ποντίκι δεν θα τα καταφέρει. 

 

Λύση: 

i) Ας συµβολίσουµε µε K1, K2 και Κ3 τα γεγονότα ότι το ποντίκι θα καταφέρει να περάσει από τις 

παγίδες 1, 2 και 3, αντίστοιχα. Θα έχουµε δηλαδή P(K1)=0.6, P(K2)=0.4 και P(K3)=0.2. 

Για να µπορέσει το ποντίκι να απελευθερωθεί θα πρέπει να περάσει επιτυχώς (Ε) από όλες 

τις παγίδες. Άρα: 

048.02.04.06.0)()()()()( 321321 =⋅⋅=⋅⋅=∩∩= KPKPKPKKKPEP  

ii) Εύκολα βρίσκουµε ότι: 

952.0048.01)(1)( =−=−= EPEP  

Άσκηση 2: Ηλεκτρικό ρεύµα µεταδίδεται από ένα σηµείο Α σε ένα σηµείο Β διαµέσου Ν 

διακοπτών που είναι συνδεδεµένοι παράλληλα. Υποθέτουµε ότι οι Ν διακόπτες κλείνουν ανεξάρτητα 

ο ένας από τον άλλο και µε αντίστοιχες πιθανότητες p1, p2, …, pN. Να υπολογιστούν οι ακόλουθες 

πιθανότητες: 
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i) Κανένας διακόπτης δεν είναι κλειστός. 

ii) Τουλάχιστον ένας διακόπτης είναι κλειστός. 

iii) Ακριβώς ένας διακόπτης είναι κλειστός. 

iv) Πώς θα γίνουν οι εκφράσεις εάν p1=p2=…= pN 

Λύση: 

i) Σε αυτό το ερώτηµα αναζητούµε την πιθανότητα όλοι οι διακόπτες να είναι ανοικτοί. Ας 

συµβολίσουµε τον κάθε διακόπτη µε έναν αύξον αριθµό (1, 2, …, Ν). Και το γεγονός ότι 

αυτός είναι ανοικτός µε το γράµµα Α. Έτσι εύκολα µπορούµε να γράψουµε την πιθανότητα 

που αναζητούµε 

)1()1()1()()2()1()...21( 21 NAAAAAA pppNPPPNP −⋅⋅⋅−⋅−=⋅⋅⋅⋅⋅=∩∩∩  

ii) Τώρα ζητούµε την πιθανότητα τουλάχιστον ένας διακόπτης να είναι κλειστός: 

)1()1()1(1)...21()...21( 21 NAAAAAA pppNPNP −⋅⋅⋅−⋅−−=∩∩∩=∪∪∪  

iii) Ζητείται η πιθανότητα: 

)...21(...)...21()...21(( AAAAAAAAA NNNP ∩∩∩∪∪∩∩∩∪∩∩∩  

Τα σύνθετα γεγονότα µέσα στις παρενθέσεις είναι αµοιβαία αποκλειόµενα (δεν µπορούν να συµβούν 

ταυτόχρονα) µεταξύ τους. Εφαρµόζοντας, λοιπόν, τον προσθετικό κανόνα στην απλουστευµένη του 

µορφή (λόγω των αµοιβαίων αποκλειόµενων γεγονότων) καταλήγουµε: 

NNNN pppppppppp )1()1)(1(...)1()1()1()1( 1212121 −−⋅⋅⋅−−++−⋅⋅⋅−+−⋅⋅⋅−  

iv) Με απλή αντικατάσταση θα έχουµε για το ερώτηµα (i) (1-p)N, για το (ii) 1-(1-p)N και το (iii) 

Νp(1-p)N-1. 

Άσκηση 3: Αν τα γεγονότα Α, Β και C είναι ανεξάρτητα, να δείξετε ότι: 

i) Τα γεγονότα Α και Β�C είναι επίσης ανεξάρτητα. 

ii) Να υπολογιστεί η πιθανότητα P((Β�C)|A) σε συνάρτηση των πιθανοτήτων P(B) και P(C). 

 

Λύση: 
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i) Για να είναι τα γεγονότα Α και Β�C ανεξάρτητα θα πρέπει να ισχύει P(Α|Β�C)=P(A) και 

P(Β�C|Α)=P(Β�C). 

Αναπτύσσουµε ως εξής: 

[ ]
)(

)(

)()(

)(

)()()()()(

)(

)()()()()()()(

)(

)()()(

)(

))()((

)(

))((
)|(
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CPBPCPBPAP
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CBP

CBAPCAPBAP

CBP

CABAP

CBP

CBAP
CBAP

=
∪

∪
=

∪
−+

=
∪

−+
=

∪
∩∩−∩+∩

=
∪

∩∪∩
=

∪
∪∩

=∪

 

Με αντίστοιχο τρόπο καταλήγουµε και στο P(Β�C|Α)=P(Β�C). 

ii) Αναπτύσσουµε ως εξής: 

)()()()()()()(

)(
)(

)()(

)(

))()((
)|(

CPBPCPBPCBPCPBP

CBP
AP

APCBP

AP

APCBP
ACBP

−+=∩−+

=∪=
∪

=
∩∪

=∪
 

Φυσικά υπάρχει και απλούστερος τρόπος για να καταλήξουµε στο παραπάνω αποτέλεσµα. Αφού 

P(Β�C|Α)=P(Β�C) θα έχουµε: 

)()()()()()()()()|( CPBPCPBPCBPCPBPCBPACBP −+=∩−+=∪=∪  

 

6. Τυχαίες Μεταβλητές, Μέση Τιµή και Κατανοµές 

Άσκηση 1: Ένα περιοδικό δηµοσιεύει τις φωτογραφίες τριών ηθοποιών, έστω Α, Β, Γ, και ζητά από 

τους αναγνώστες να αντιστοιχίσουν σωστά τα ονόµατα τους. Θεωρούµε την τυχαία µεταβλητή Χ η 

οποία προσδιορίζει τον αριθµό των σωστών αντιστοιχίσεων. Εάν ένας αναγνώστης που δεν ξέρει 

καθόλου τους ηθοποιούς προσπαθήσει να αντιστοιχίσει τα ονόµατα στις φωτογραφίες, να βρεθούν: 

i) Οι τιµές που µπορεί να πάρει η X. 

ii) Η πιθανότητα να µην υπάρξει καµία σωστή αντιστοίχιση. 

iii) Η πιθανότητα όλες οι αντιστοιχίσεις να είναι σωστές. 

Λύση: 

i) Ας υποθέσουµε ότι η σωστή σειρά αντιστοίχισης είναι Α, Β, Γ. Ο δειγµατικός χώρος θα είναι: 
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{ΑΒΓ,ΑΓΒ,ΒΑΓ,ΒΓΑ,ΓΑΒ,ΓΒΑ}. Τα δειγµατοσηµεία δίνουν τις εξής τιµές στην Χ, 

αντίστοιχα: Χ=3,Χ=1,Χ=1,Χ=0,Χ=0,Χ=1. Άρα οι τιµές που παίρνει η τ.µ. Χ είναι 0,1,3. 

ii) Ζητείται η πιθανότητα P(X=0). Εύκολα καταλήγουµε ότι: 

3

1

6

2
)0( ===XP  

iii) Παρόµοια: 

6

1
)3( ==XP  

Άσκηση 2: Ρίχνουµε δύο τίµια ζάρια ταυτόχρονα. Έστω η τ.µ. Χ στην οποία αναθέτουµε το 

αποτέλεσµα του αθροίσµατος των ενδείξεων των δύο ζαριών.  

α) Να βρεθούν οι πιθανότητες P(3≤X≤5) και P(X≥9). 

β) Να σχεδιαστεί η συνάρτηση µάζας πιθανότητας f(x)=P(X=x) 

Λύση: 

α) Κατασκευάζουµε τον πίνακα µε όλα τα πιθανά αθροίσµατα. 

 1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 8 

3 4 5 6 7 8 9 

4 5 6 7 8 9 10 

5 6 7 8 9 10 11 

6 7 8 9 10 11 12 

 

Για την πιθανότητα P(3≤X≤5) θα έχουµε: 

4

1

36

9

36

4

36

3

36

2
)5()4()3()53( ==++==+=+==≤≤ XPXPXPXP  

Αντίστοιχα για την P(X≥9): 
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36

10

36

1

36

2

36

3

36

4
)12()11()10()9()9( =+++==+=+=+==≥ XPXPXPXPXP  

β) Η γραφική αναπαράσταση της συνάρτησης µάζας πιθανότητας µπορεί να προκύψει εύκολα και µε την 

χρήση του παρακάτω πίνακα: 

Τιµή τυχαίας µεταβλητής Χ Πιθανότητα p(x)=f(x) 

2 1/36 

3 2/36 

4 3/36 

5 4/36 

6 5/36 

7 6/36 

8 5/36 

9 4/36 

10 3/36 

11 2/36 

12 1/36 

Αναπαριστώντας γραφικά τις τιµές του παραπάνω πίνακα θα έχουµε το γράφηµα της συνάρτησης µάζας 

πιθανότητας. 
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Άσκηση 3: Έστω η συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ η οποία παίρνει τιµές στο διάστηµα [1,3] µε 

πυκνότητα: 

2
)(

x

a
xf =  

Να βρεθεί η σταθερά α. 

Λύση: 

Από την εκφώνηση µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η Χ στο R-[1,3] θα είναι µηδέν. ∆ηλαδή f(x)=0 

όταν το x ανήκει στο R-[1,3]. Εφόσον η f(x) είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας θα πρέπει να 

ισχύει: 

1)( =∫
∞

∞−

dxxf  

Έχουµε: 

[ ]

3

2
)

3

1
1(

)13(
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00)( 113
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Θα πρέπει: 

1
3

2
=

a
 άρα 

2

3
=a  και η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας θα είναι: 






 ≤≤
=

αλλού0

31για
2

3
)( 2

x
xxf  

Άσκηση 4: Η συνεχής τυχαία µεταβλητή Χ έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 





><

≤≤
=

1ή0για0

10για2
)(

xx

xx
xf

c

 

Να βρεθεί η τιµή της σταθεράς c (c≠-1). 
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Λύση: 

Για να είναι η f συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας θα πρέπει να ισχύει: 

1)( =∫
∞

∞−

dxxf  

Εποµένως: 

1

2
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1

1
(2

1
22020)(
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dxxdxdxxdxdxxf

cc
cc  

Τέλος θα έχουµε: 

11
1

2
=⇒=

+
c

c
 

Άρα η f θα ορίζεται όπως ακολούθως: 




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1ή0για0
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Άσκηση 5: Ρίχνονται δύο ζάρια. Να βρεθεί η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής που προσδιορίζει το 

άθροισµα των ενδείξεων τους. 

Λύση: 

∆ιαισθητικά µπορεί εύκολα κανείς να υποστηρίξει ότι η µέση τιµή της διακριτής τυχαίας µεταβλητής θα 

είναι ίση µε 7. Πράγµατι, κάνοντας χρήση του ορισµού της µέσης τιµής µιας διακριτής τυχαίας 

µεταβλητής θα καταλήξουµε στο ίδιο αποτέλεσµα: 

∑
=

=++++++++++==
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2 36
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Άσκηση 6: Μια τυχαία µεταβλητή έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας: 






 ≤≤
=

αλλού0

20για
2)(

x
x

xf  

Να βρεθεί η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής. 
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Λύση: 

Η τυχαία µεταβλητή είναι συνεχής στο διάστηµα [0,2]. Η µέση τιµή της θα δίνεται: 

dxxxfXE ∫
∞

∞−

= )()(  

Αναπτύσσοντας θα έχουµε: 
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Άσκηση 7: Ένα νόµισµα (τίµιο) ρίχνεται διαδοχικά για 5 φορές.  

α) Να σχεδιαστεί το διάγραµµα της πιθανότητας να έρθει κεφαλή k φορές (όπου k=0,1,2,3,4,5). 

β) Να βρεθεί η µέση τιµή του αριθµού κεφαλών στο τέλος της διαδικασίας. 

Λύση: 

α) Πρόκειται για διωνυµική κατανοµή. Το πείραµα µας αποτελείται δηλαδή από n(=5) διαδοχικές 

δοκιµές Bernoulli. 

Εάν αναθέσουµε στην τυχαία µεταβλητή Χ (διακριτή) τον αριθµό των κεφαλών που θα προκύψουν 

έπειτα από τις διαδοχικές ρίψεις του νοµίσµατος, η πιθανότητα Χ=k (όπου k=0,1,2,3,4,5) θα δίνεται 

από τη σχέση: 

knk pp
k

n
kXP −−








== )1()(  

Όπου p η πιθανότητα επιτυχίας (η πιθανότητα να έρθει κεφαλή σε κάθε ρίψη του νοµίσµατος). 

Θα έχουµε, λοιπόν: 
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Το διάγραµµα που θα προκύψει θα είναι: 

 

 

0.3125

0.15625

0.03125

0 1 2 3 4 5

P(X=k)

k

 

β) Η µέση τιµή της διακριτής τυχαίας µεταβλητής Χ θα είναι: 

5.203125.0515625.043125.033125.0215625.0103125.00)()(
5

0

=⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅== ∑
=k

kkpXE  
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Άσκηση 8: Ένας καθηγητής επικοινωνεί µε τους φοιτητές του µέσω email. Τα µηνύµατα φτάνουν στη 

θυρίδα του καθηγητή µε µέσο ρυθµό ένα µήνυµα κάθε έξι ώρες και απαντώνται από αυτόν µε µέσο 

ρυθµό ένα µήνυµα ανά οκτώ ώρες. Με βάση τα στοιχεία αυτά: 

i. Να υπολογιστεί η πιθανότητα ο καθηγητής να λάβει τρία τουλάχιστον µηνύµατα σε µία µέρα; 

ii. Να υπολογιστεί η πιθανότητα ο καθηγητής να απαντήσει σε δύο µηνύµατα σε µία ηµέρα; 

iii. Αν ο µέσος ρυθµός λήψης των µηνυµάτων από τον καθηγητή παραµείνει ο ίδιος αλλά ο µέσος 

ρυθµός απάντησης αυξηθεί κατά 70%, να υπολογιστεί η πιθανότητα να προλαβαίνει να απαντάει σε 4 

τουλάχιστον µηνύµατα καθηµερινά; 

Λύση: 

Ας υποθέσουµε αρχικά τις δύο τυχαίες µεταβλητές Xin=”ο αριθµός των εισερχοµένων µηνυµάτων” και 

Xout=”ο αριθµός των εξερχοµένων (απαντηµένων) µηνυµάτων”, οι οποίες λαµβάνουν τιµές σύµφωνα µε 

την Poisson κατανοµή. Κατόπιν ας υπολογίσουµε τον ρυθµό λin και λout.  

ραηµµηνλ έin /4
6

24
==  και ραηµµηνλ έout /3

8

24
==  

i) Σε αυτή την ερώτηση αναζητούµε την P(Xin≥3). Θα έχουµε: 

[ ])2()1()0(1)3(1)3( =+=+=−=<−=≥ ininininin XPXPXPXPXP  

Σύµφωνα µε την Poisson κατανοµή, η πιθανότητα η τυχαία µεταβλητή να πάρει µια συγκεκριµένη 

τιµή σε ένα χρονικό διάστηµα δίνεται από: 
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t
exXP

x
t λλ−==  

όπου t=1 ηµέρα. Άρα θα έχουµε: 
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ii) Τώρα, θέλουµε να προσδιορίσουµε την πιθανότητα P(Xout=2). Εύκολα προκύπτει: 
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iii) Σε αυτή την περίπτωση το λout θα µεγαλώσει κατά 3×0.7=2.1 µην/ηµέρα. Άρα συνολικά ο 

καθηγητής θα απαντά σε 5.1 µην/ηµέρα. Ζητούµε, λοιπόν, την πιθανότητα P(Xout≥4) µε το 

ανανεωµένο λout. Θα έχουµε: 
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