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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Οι κλασικοί αλγόριθμοι για υπολογισμούς με πολυώνυμα (ή και πολυωνυμικούς πίνακες), χρησιμοποιούν στοιχειώδεις πράξεις με τους συντελεστές των πολυωνύμων (ή των αντίστοιχων πινάκων). Οι τεχνικές υπολογισμού παρεμβολής αποδείχθηκαν ιδιαίτερα σημαντικές για την ανάπτυξη εύρωστων αλγορίθμων σε διάφορους αλγεβρικούς υπολογισμούς, ιδίως σε αυτούς στους συμμετέχουν πολυώνυμα ή πολυωνυμικοί πίνακες. Στα πλαίσια αυτής της πτυχιακής θα περιγραφούν αναλυτικά οι αλγόριθμοι για τον υπολογισμό αλγεβρικών πράξεων πολυωνύμων και πολυωνυμικών πινάκων χρησιμοποιώντας τους αλγόριθμους παρεμβολής Lagrange, Newton, FFT και IFFT. Επίσης μέσω κάποιων ενδεικτικών παραδειγμάτων και θα διαπιστώσουμε ποια μέθοδος είναι αποδοτικότερη και πιο γρήγορη. 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΑΛΓΟΡΙΘΜΩΝ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ


Στο κεφάλαιο αυτό θα κάνουμε εισαγωγή στα πολυώνυμα και στους πολυωνυμικούς πίκακες, καθώς και στη μέθοδο της παρεμβολής. 

1.1 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 


Μια συνάρτηση ονομάζεται πολυώνυμο ή πολυωνυμική συνάρτηση, αν υπάρχει πεπερασμένη ακολουθία  (α0,α1,...,αν)  Rn+1τέτοια ώστε να ισχύει:
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ονομάζεται αναπαράσταση του πολυωνύμου p και τα a0,a1,...,aν συντελεστές του πολυωνύμου. Η αναπαράσταση ενός πολυωνύμου είναι μοναδική. Το μονώνυμο είναι μια αλγεβρική παράσταση στην οποία σημειώνεται μόνο η πράξη του πολλαπλασιασμού. π.χ. x, x2, 5x2. Το πολυώνυμο είναι η πρόσθεση διαφορετικών μονωνύμων π.χ. x+x2+5x2. Το άθροισμα δύο ίδιων μονωνύμων αποτελεί ένα μονώνυμο και όχι ένα πολυώνυμο π.χ. x+2x=3x.
Αντίστοιχα, ένας πολυωνυμικός πίνακας mxn είναι ο πίνακας του οποίου τα στοιχεία είναι πολυώνυμα., δηλαδή τα στοιχεία του δεν είναι αριθμοί αλλά πολυώνυμα και είναι της μορφής:
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όπου Α(i) είναι πίνακας σταθερών συντελεστών. 
Βαθμός ενός πολυωνυμικού πίνακα ονομάζεται ο μέγιστος βαθμός των πολυωνύμων που εμφανίζεται μέσα στα στοιχεία του πίνακα και οι μαθηματικές πράξεις όπως πρόσθεση, αφαίρεση κλπ γίνονται μεταξύ των πολυωνυμικών στοιχείων των πινάκων που συμμετέχουν στις πράξεις. 
1.2 ΠΟΛΥΠΛΟΚΟΤΗΤΑ ΑΛΓΟΡΙΘΜΩΝ
Σε αριθμητικά προβλήματα απαιτούνται υπολογιστικοί αλγόριθμοι οι οποίοι είναι α) αξιόπιστοι (reliable), δηλαδή αριθμητικά σταθεροί ώστε να αποφεύγονται μεγάλα σφάλματα β) αποδοτικοί, δηλαδή να χρειάζονται όσο το δυνατόν λιγότερες πράξεις, γ) να χρειάζονται λιγότερη μνήμη υπολογιστή, και τέλος δ) να οδηγούν σε ένα σύντομο και ευκολοκατανόητο πρόγραμμα.


Ένα υπολογιστικό πρόβλημα μπορεί συχνά να λυθεί με διαφορετικούς αλγόριθμους. Ένας χρήσιμος τρόπος για τον προσδιορισμό του “καλύτερου” αλγορίθμου είναι να συγκρίνουμε τους διαθέσιμους αλγόριθμους από την πλευρά των απαιτούμενων πόρων, όπως του χρόνου εκτέλεσης, του πλήθους των στοιχειωδών πράξεων, και της μνήμης του υπολογιστή. Η πολυπλοκότητα ενός αλγορίθμου εκφράζει τη δυσκολία εκτέλεσης του, με μέτρο τους παραπάνω πόρους. Ο χρόνος εκτέλεσης εξαρτάται από το hardware αλλά μπορεί να αλλάξει ανάλογα με τα δεδομένα εισόδου. Για την ακρίβεια, η πολυπλοκότητα συχνά ορίζεται ως η σχέση ανάμεσα στο πλήθος των δεδομένων εισόδου και το πλήθος των στοιχειωδών πράξεων που απαιτούνται.


Πιο ειδικά, η πολυπλοκότητα ενός αλγορίθμου είναι η σχέση f(n) ανάμεσα στο πλήθος n των δεδομένων εισόδου και το πλήθος των αριθμητικών πράξεων που απαιτούνται. Ένας τρόπος για να εκτιμηθεί η συμπεριφορά αυτής της σχέσης για μεγάλους όγκους δεδομένων είναι να συγκριθεί η εξάρτηση του με αυτήν κάποιας γνωστής συνάρτησης. Λέμε ότι η f(n) είναι της τάξης g(n) εάν μπορούμε να βρούμε μια συνάρτηση g(n), μια σταθερά C>0 και έναν αριθμό m>0, τέτοια ώστε: 
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Η ανάλυση της πολυπλοκότητας επιτρέπει, όπως είδαμε, την ανάπτυξη και επιλογή αλγορίθμων που εργάζονται γρηγορότερα και απαιτούν λιγότερη μνήμη υπολογιστή.

1.3 Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΗΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ

Η λύση πολλών προβλημάτων στη θεωρία ελέγχου οδηγεί σε υπολογισμούς πολυωνύμων ή πολυωνυμικών πινάκων. Οι κλασικοί αλγόριθμοι για τον υπολογισμό των πολυωνύμων και των πολυωνυμικών πινάκων χρησιμοποιούν στοιχειώδεις πράξεις με τους συντελεστές τους. Η ακρίβεια αυτών των αλγορίθμων είναι σχετικά μικρή. Ειδικά για πολυώνυμα μεγάλου βαθμού και για πολυωνυμικούς πίνακες μεγάλων διαστάσεων ο χρόνος εκτέλεσης αυτών των αλγορίθμων είναι αρκετά μεγάλος. Η ταχύτητα εκτέλεσης αυτών των αλγορίθμων μειώνεται πολύ γρήγορα σε σχέση με τους βαθμούς και τις διαστάσεις των πινάκων, ενώ η σχετική ακρίβεια των υπολογισμών είναι μικρή. Μια άλλη αντιμετώπιση είναι να χρησιμοποιηθούν συμβολικοί υπολογισμοί πράγμα που είναι εφικτό μόνο για σχετικά απλά προβλήματα. 

Οι κλασικοί αλγόριθμοι αν και είναι καλά μελετημένοι αντιμετωπίζουν το πρόβλημα της “κακής κατάστασης” (bad-condition) και μπορούν να χρησιμοποιηθούν μόνο σε πολυώνυμα χαμηλού βαθμού και σε πίνακες μικρών διαστάσεων.
Η μέθοδος υπολογισμού παρεμβολής είναι μια χρήσιμη τεχνική για να χειριζόμαστε πολυώνυμα και πολυωνυνικούς πίνακες. Η θεωρία παρεμβολής των πολυωνύμων (polynomial interpolation) είναι αρκετά παλιά ενώ αυτή των τυχαίων πολυωνυμικών πινάκων εμφανίστηκε πρόσφατα. Οι τεχνικές υπολογισμού παρεμβολής αποδείχθηκαν ιδιαίτερα σημαντικές για την ανάπτυξη εύρωστων αλγορίθμων σε διάφορους αλγεβρικούς υπολογισμούς, ιδίως σε αυτούς τους οποίους συμμετέχουν πολυώνυμα ή πολυωνυμικοί πίνακες. Οι μέθοδοι παρεμβολής για την εκτέλεση αλγεβρικών πράξεων πολυωνυμικών πινάκων παρουσιάστηκαν από τον Antsaki (1993). Η βασική ιδέα όλων των μεθόδων παρεμβολής συνοψίζεται στα επόμενα τέσσερα (4) βήματα:

1. Επιλέγεται “επαρκής” αριθμός σημείων παρεμβολής (interpolation points).

2. Το παρεμβαλλόμενο αντικείμενο υπολογίζεται σε αυτά τα σημεία.

3. Γίνεται υπολογισμός πράξεων τιμών του αντικειμένου. 
4. Το παρεμβαλλόμενο αντικείμενο προκύπτει από τις γνωστές μεθόδους παρεμβολής

Η επιλογή των σημείων παρεμβολής παίζει σημαντικό ρόλο στην “καλή κατάσταση” των αλγορίθμων (well-condition). Η τυχαία επιλογή πραγματικών σημείων οδηγεί σε “κακή κατάσταση” (bad-condition) για μεγάλης τάξης παρεμβαλλόμενα πολυώνυμα. Όμως η σωστή επιλογή μιγαδικών σημείων πάνω στο μοναδιαίο μιγαδικό κύκλο αποδεικνύεται ότι οδηγεί σε “τέλεια κατάσταση” (perfect-condition). Ο πλέον αποδοτικός αλγόριθμος για προβλήματα παρεμβολής είναι ο γρήγορος μετασχηματισμός Fourier FFT (Fast Fourier Transform). 

ΘΕΩΡΗΜΑ: 

Ένα πολυώνυμο p(x) βαθμού n μπορεί να αναπαρασταθεί ως σύνολο

{(x0, p(x0)), (x1,p(x1)),….,(xn-1,p(xn-1))

Αντιστρόφως, δοθέντος ενός συνόλου n ζευγών σημείου 

{(x0, y0), (x1,y1),….,(xn-1,yn-1)
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υπάρχει μόνο ένα πολυώνυμο: 

βαθμού n που ικανοποιεί τις εξισώσεις yi=p(xi), 0≤n<i, και το οποίο λέμε ότι παρεμβάλλεται (interpolates) στις n τιμές. Αυτό συμβαίνει γιατί το σύστημα έχει μοναδική λύση, καθώς η ορίζουσα του πίνακα Vandermode είναι διάφορη του μηδενός,
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1.4 ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ ΠΑΡΕΜΒΟΛΩΝ (ΙNTERPOLATION)
Για πολλές συναρτήσεις f των μαθηματικών δεν μπορούμε να υπολογίσουμε ακριβώς παρά μόνο τις τιμές τους f(xi) σ’ ένα πεπερασμένο σύνολο σημείων {xi}. Έτσι τίθεται το ερώτημα αν μπορούμε να προσεγγίσουμε την f με μια άλλη συνάρτηση (π.χ. πολυώνυμο, τμηματικά πολυωνυμική συνάρτηση) η οποία να είναι εύκολο να υπολογισθεί για κάθε x. 


Γενικά, αν μας δίνονται στο επίπεδο τα σημεία (xi , yi), i=0,1,2…n, τα οποία αντιστοιχούν σε n+1 μετρήσεις στα σημεία xi της μεταβλητής y, η οποία εξαρτάται μόνο από τη μεταβλητή x, τίθεται το ερώτημα της προσέγγισης των δεδομένων από μια απλή συνάρτηση y=φ(x), της οποίας η γραφική παράσταση στο επίπεδο x,y είναι κοντά στα σημεία (xi,yi). 


Μια λύση τέτοιων προβλημάτων προσέγγισης μπορεί να δοθεί με παρεμβολή. Έστω f μία πραγματική συνάρτηση μιας πραγματικής μεταβλητής μεταβλητής και {x0,…,xn} n+1 ανά δύο διαφορετικά σημεία του πεδίου ορισμού της, στα οποία είναι γνωστές οι τιμές της f. Η απλούστερη λύση στο πρόβλημα παρεμβολής δίνεται από τις μεθόδους παρεμβολής Lagrange και Newton, είναι να προσδιορίσουμε μία συνάρτηση φ από ένα ορισμένο σύνολο συναρτήσεων Σ, η οποία να προσδιορίζετε μόνο από τις τιμές f(xi) και η οποία να παρεμβάλλεται στα σημεία (xi,f(xi)), δηλαδή να πληρεί τις συνθήκες φ(xi)= f(xi), i=0,1,…,n.

Το πολυώνυμο p(x) υπολογίζεται με τον παρακάτω τύπο του Lagrange 
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σε χρόνο Ο(n2). Είναι δυνατόν, όμως να εκτελεστεί σε χρόνο Ο(nlogn). Αυτό επιτυγχάνεται με την χρήση του γρήγορου μετασχηματισμού Fourier, FFT. 

Το πολυώνυμο p(x) σύμφωνα με την παρεμβολή Newton υπολογίζεται σύμφωνα με τα παρακάτω. Έστω x0,….,xn (ℝ ανά δύο διαφορετικά μεταξύ τους σημεία και y0,…,yn (ℝ. Γράφοντας το πολυώνυμο p(Pn για το οποίο ισχύει p(xi)=yi, i=0,…,n στη μορφή: P(x)=a0+a1(x-x0)+ a2(x-x0)(x-x1)+…+ an(x-x0)…(x-xn-1), μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε τους συντελεστές α0,…,αn διαδοχικά:  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑTA ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ (ELALUATION -INTERPOLAΤION) ΓΙΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ:
Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουμε κάποια παραδείγματα αλγορίθμων παρεμβολής για πολυώνυμα, καθώς και για πολυωνυμικούς πίνακες.
2.1 ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΜΟΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ:

Έστω ότι έχουμε δυο πολυώνυμα μιας μεταβλητής x, P1(x)=x+1 και  P2(x)=x-1 και θέλουμε να υπολογίσουμε την τιμή της συνάρτησης P(x)=P1(x)· P2(x). Δηλαδή θα πρέπει να έχουμε ως τελικό αποτέλεσμα P(x)=(x+1)·(x-1)=x2-1. 
Α) ΜΕΘΟΔΟΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ LANGRANGE
ΒΗΜΑ 1: Παρατηρούμε ότι το πολυώνυμο P(x) που ψάχνουμε θα είναι το πολύ 2ου βαθμού, αφού τα P1(x) και P2(x) είναι 1ου βαθμού, άρα χρειαζόμαστε R=(2+1)=3 σημεία. Επίσης, δεν διαλέγω σημεία που να είναι ρίζες των πολυωνύμων δηλαδή που να τα μηδενίζουν. Επιλέγουμε λοιπόν τυχαία τα σημεία x1=2, x2=3 και x3=4, και στη συνέχεια αντικαθιστούμε στα πολυώνυμα P1(x) και P2(x) τα παραπάνω σημεία. 

· Για x=2:   P1(x1)=3    και    P2(x1)=1 

· Για x=3:   P1(x2)=4    και    P2(x2)=2

· Για x=4:   P1(x3)=5    και    P2(x3)=3

Οπότε έχω:  
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ΒΗΜΑ 2: Εφαρμόζω τη συνάρτηση P(x)=P1(x)·P2(x) στα παραπάνω σταθερά σημεία.
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         P(x)=P1(x) ·P2(x)    =>   P(x1)= P1(x1)·P2(x1)=3·1=3 

                                                P(x2)= P1(x2)·P2(x2)=4·2=8

                                                P(x3)= P1(x3)·P2(x3)=5·3=15

ΒΗΜΑ 3: Κάνω παρεμβολή στα σημεία που βρήκα στο 2o βήμα χρησιμοποιώντας τη μέθοδο παρεμβολής Langrange ώστε να προκύψει το τελικό πολυώνυμο.
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Β) ΜΕΘΟΔΟΣ NEWTON:

Θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο Newton στα τρία (3) σημεία (2,3), (3,8) και (4,15), τα οποία βρήκαμε παραπάνω όταν κάναμε εφαρμογή της μεθόδου Lagrange. Αρχικά βρίσκουμε τις τιμές των α1, α2 και α3, κι έπειτα αντικαθιστούμε τις τιμές τους στον γενικό τύπο της p(x).
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2.2 ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΜΟΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΩΝ ΠΙΝΑΚΩΝ:

Οι μέθοδοι Lagrange-Newton για Πολυωνυμικούς Πίνακες:

Έστω ότι έχω δυο πολυωνυμικούς πίνακες Ρ1(x) και P2(x) και ψάχνω να βρω το γινόμενο τους Ρ1(x)·P2(x).
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Παίρνω 3 σημεία γιατί ο πολυωνυμικός πίνακας που ψάχνουμε θα είναι το πολύ 2ου βαθμού, αφού τα P1(x) και P2(x) είναι 1ου βαθμού και αφού αντικαταστήσω στους αρχικούς πίνακες βρίσκω τις τελικές τιμές του Ρ(x)=Ρ1(x)·P2(x). Έπειτα θα κάνω 4 παρεμβολές για κάθε στοιχείο του πίνακα στα σημεία που έχω βρει. 
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· Για x=2:   

· Για x=3:  

· Για x=4:   

Α) ΜΕΘΟΔΟΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ LANGRANGE
1η Παρεμβολή για το στοιχείο (1,1) στα σημεία: (1,2), (2,3),(3,4)
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2η Παρεμβολή για το στοιχείο (1,2) στα σημεία: (1,2), (2,4),(3,6)
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3η Παρεμβολή για το στοιχείο (2,1) στα σημεία: (1,0), (2,0),(3,0)
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4η Παρεμβολή για το στοιχείο (2,2) στα σημεία: (1,0), (2,1),(3,2)
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Β) ΜΕΘΟΔΟΣ NEWTON
Κάνω παρεμβολή σύμφωνα με τον τύπο παρεμβολής του Newton στα ίδια σημεία για κάθε στοιχείο του πίνακα. 
1η Παρεμβολή για το στοιχείο (1,1) στα σημεία: (1,2), (2,3),(3,4)
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2η Παρεμβολή για το στοιχείο (1,2) στα σημεία: (1,2), (2,4),(3,6)
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3η Παρεμβολή για το στοιχείο (2,1) στα σημεία: (1,0),(2,0),(3,0)
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4η Παρεμβολή για το στοιχείο (2,2) στα σημεία: (1,0), (2,1),(3,2)
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2.3 ΕΥΡΕΣΗ ΜΕΓΙΣΤΟΥ ΚΟΙΝΟΥ ΔΙΑΙΡΕΤΗ (GCD)  
Έστω ότι έχω δυο συναρτήσεις: P1(x)=(x+1)·(x-1)  και P2(x)=(x+1)·x και ψάχνω να βρω τον Μέγιστο Κοινό Διαιρέτη των δύο αυτών συναρτήσεων. 
ΒΗΜΑ 1: Ο ΜΚΔ θα είναι το πολύ μέχρι 2ου βαθμού αφού οι συναρτήσεις είναι 1ου βαθμού, έτσι παίρνω 3 σημεία. 
· Για x=2 θα έχω P1(x1)=3 και P2(x1)=6

· Για x=3 θα έχω P1(x2)=8 και P2(x2)=12

· Για x=4 θα έχω P1(x3)=15 και P2(x3)=20
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(2,3), (3,4), (4,5)

ΒΗΜΑ 2: Κάνω παρεμβολή στα σημεία που βρήκα στο 2ο βήμα χρησιμοποιώντας τη μέθοδο παρεμβολής Langrange ώστε να προκύψει το τελικό πολυώνυμο.
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Παρεμβολή με Lagrange

Παρεμβολή με Newton
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ FOURIER

Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε τον μετασχηματισμό Fourier και τον Fast Fourier Transform, καθώς και τα πλεονεκτήματα αυτών των μεθόδων σε σχέση με τις προηγούμενες δύο που μελετήσαμε ως τώρα, δηλαδή Langrange και Newton. 

3.1 Ο ΓΡΗΓΟΡΟΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ FOURIER (FFT)


Ο όρος “γρήγορος μετασχηματισμός Fourier” δηλώνει μια κλάση αποτελεσματικών αλγορίθμων υπολογισμού του DFT. Αυτοί βασίζονται στην τεχνική του “διαίρει και βασίλευε” και έχουν μια μακρά ιστορία που ξεκινά από τις εργασίες του Gauss (1805). Η μεγάλη χρησιμότητα τους στην ψηφιακή επεξεργασία σήματος παρουσιάστηκε από τους Cooley και Tukey (1965). Από τότε που παρουσιάστηκε το έργο τους, αναρίθμητα άρθρα έχουν γραφεί για το θέμα και διάφοροι FFT αλγόριθμοι έχουν αναπτυχθεί. Οι πιο γνωστοί απ’ αυτούς είναι ο FFT βάσης 2 (radix 2 FFT), o FFT με αποδεκάτιση στο χρόνο και ο FFT με αποδεκάτιση συχνότητας.

 
Ο FFT είναι ένας αποδοτικός αλγόριθμος υπολογισμού του DFT και του αντιστρόφου του. Είναι μεγάλης σημασίας αφού έχει πολλές εφαρμογές. Χρησιμοποιείται πολύ στην ψηφιακή επεξεργασία σήματος, στη λύση διαφορικών εξισώσεων και σε αλγορίθμους για γρήγορο πολλαπλασιασμό μεγάλων ακεραίων.

3.2 Ο ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ  FAST FOURRIER
Ο μετασχηματισμός Fast Fourier είναι ένας πολύ γρήγορος αλγόριθμος για τον υπολογισμό του ευθύ μετασχηματισμού Fourier. Αρχικά έχουμε τον ευθύ μετασχηματισμό Fourier και επιστρέφουμε στον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier. Κατά τη διάρκεια των δυο προηγούμενων δεκαετιών η χρήση του μετασχηματισμού Fourier (DFT ή Discrete Fourier Tranforms) ήταν αρκετά εκτεταμένη λόγω της ακρίβειας και της υπολογιστικής ταχύτητας του. Ο DFT εμφανίζεται πολύ συχνά σε επιστημονικά πεδία όπως στη Στατιστική, στη Φυσική, στη Χημεία και στα Εφαρμοσμένα Μαθηματικά.

Μερικές εφαρμογές του DFT είναι ο υπολογισμός της συνάρτησης μεταφοράς γενικευμένων n-διάστατων συστημάτων και η λύση των Διοφαντικών εξισώσεων, η οποία έχει εφαρμογές σε προβλήματα της θεωρίας ελέγχου. Ο DFT είναι ιδιαίτερα χρήσιμος σε ψηφιακούς υπολογισμούς καθώς και στην υλοποίηση ψηφιακών κυκλωμάτων. Επιπλέον, όλες οι βασικές αναπαραστάσεις των σημάτων συνεχούς και διακριτού χρόνου με εκθετικά σήματα, συμπεριλαμβανομένων των σειρών Fourier, του μετασχηματισμού Laplace και του μετασχηματισμού Ζ, μπορούν να υπολογιστούν με τη χρήση του DFT. 

Ο DFT εκφράζει τη μεταφορά των περιοδικών σημάτων από το πεδίο του χρόνου στο πεδίο των συχνοτήτων. Μετατρέπει ένα σήμα πεπερασμένης έκτασης σε σήμα πεπερασμένης έκτασης που αποτελείται από τους συντελεστές Fourier. Ο DFT είναι ένα σημαντικό μέσο ανάλυσης ακολουθιών πεπερασμένου μήκους. Θεωρώ την πεπερασμένη ακολουθία:
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Η ακολουθία Χ(k) καλείται μετασχηματισμός Fourier, DFT, Ν σημείων της x(n). 

Οι μιγαδικοί αριθμοί 
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 λέγονται σημεία Fourier. 

Οι συντελεστές Χ(k) συνδέονται με την  x(n) ως εξής
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οι εξισώσεις (1.2) και (1.3) αποτελούν ζεύγος μετασχηματισμού Fourier.

3.3 ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΤΟΥ DFT ME ΤΟΝ FFT

Το μεγαλύτερο πλεονέκτημα του FFT σε σχέση με τους συμβατικούς τρόπους υπολογισμού του διακριτού μετασχηματισμού Fourier, είναι η μειωμένη πολυπλοκότητα του. Η πολυπλοκότητα ενός μονοδιάστατου μετασχηματισμού Fourier ενός διανύσματος M(ℝR με συμβατικές μεθόδους είναι τάξης Ο(R2) ενώ με τον FFT μειώνεται σε Ο(RlogR). Η πολυπλοκότητα του αντίστροφου μετασχηματισμού Fourier (με FFT ή όχι) είναι ίδιας τάξης με αυτή του ευθύ μετασχηματισμού. Η μελέτη του FFΤ σαν αλγόριθμου κατέληξε σε μια πληθώρα έτοιμων βιβλιοθηκών, υλοποιημένων σε διάφορες γλώσσες προγραμματισμού και βελτιστοποιημένες για ηλεκτρονικούς υπολογιστές όλων των αρχιτεκτονικών. 
Έστω ότι για ένα μιγαδικό πολλαπλασιασμό απαιτείται χρόνος 1μs και ότι ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης ενός μετασχηματισμού DFT, προσδιορίζεται από το χρόνο που απαιτείται για την εκτέλεση όλων των πολλαπλασιασμών. Θα εξετάσουμε πόσος χρόνος απαιτείται για τον απευθείας υπολογισμό ενός μετασχηματισμού DFT Ν-σημείων, και πόσος χρόνος θα απαιτηθεί αν χρησιμοποιήσουμε αλγόριθμο FFT.

 
Ο υπολογισμός ενός μετασχηματισμού DFT  N-σημείων απαιτεί Ν2  μιγαδικούς πολλαπλασιασμούς. Αν ένας μιγαδικός πολλαπλασιασμός χρειάζεται 1μs, τότε ο απευθείας υπολογισμός ενός μετασχηματισμού DFT Ν-σημείων απαιτεί                    tDFT=Ν2x10-6  s

 
Με χρήση αλγορίθμου FFT, ο συνολικός αριθμός των μιγαδικών πολλαπλασιασμών είναι Nlog2N. Άρα, ο συνολικός χρόνος που απαιτείται για τον υπολογισμό ενός DFT Ν-σημείων με χρήση αλγορίθμου FFT είναι

tFFT= (Nlog2N)x10-6  s
 Στον παρακάτω πίνακα βρίσκουμε τον χρόνο που απαιτείται για τον απευθείας υπολογισμό ενός μετασχηματισμού DFT Ν-σημείων, και τον χρόνο που  θα απαιτηθεί αν χρησιμοποιήσουμε αλγόριθμο FFT. Ο χρόνος με χρήση του αλγορίθμου FFT είναι αρκετά μικρότερος απ’ ότι με τον απευθείας υπολογισμό του DFT

	
	
	
	

	
	         TIME   (sec)

	N
	DFT
	FFT

	1024
	1,048576
	    0,00512

	2048
	4,194304
	0,011264

	4096
	16,77722
	0,024576

	8192
	67,10886
	0,053248


3.4 n-ΔΙΑΣΤΑΤΟΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ DFT

Έστω οι πεπερασμένες σειρές 
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Οι σειρές 
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 για να αποτελούν ένα ζεύγος μετασχηματισμού DFT,αρκεί να ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις  
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όπου   
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Οι μιγαδικοί αριθμοί Wi αποτελούν τα σημεία Fourier. Η σχέση (1.8) αποτελεί τον εμπρός μετασχηματισμό Fourier της 
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, ενώ η σχέση (1.9) τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier της 
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.

3.5 ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ ΜΕ ΤΗ ΒΟΗΘΕΙΑ

      ΤΟΥ FFT

Ο αλγόριθμος υπολογισμού παρεμβολής με FFT ακολουθεί τα παρακάτω βήματα εκτέλεσης: 

1. Γράφουμε σ’ ένα διάνυσμα τους συντελεστές των όρων του πολυωνύμου που θέλουμε να κάνουμε παρεμβολή (ή αντίστοιχα τους συντελεστές των στοιχείων αν έχουμε πολυωνυμικό πίνακα) και βρίσκω το μέγιστο βαθμό Μ που υπάρχει μέσα στο πολυώνυμο (ή το μέγιστο βαθμό στοιχείου του πίνακα).
2. Βρίσκω τα σημεία Fourier εφαρμόζοντας τον παρακάτω γενικό τύπο:
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1. Αφού έχω βρει τα σημεία Fourier προκύπτει το τελικό διάνυσμα ή τα διανύσματα που αντιστοιχούν στα στοιχεία του πολυωνυμικού πίνακα. 
Πρακτικά ο Fourier ενός διανύσματος με τους συντελεστές ενός πολυωνύμου είναι σαν να υπολογίζουμε τις τιμές ενός πολυωνύμου πάνω στο μοναδιαίο μιγαδικό κύκλο. 
3.6 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ ΓΙΑ ΤΟΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟ ΤΙΜΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ ΜΕ FOURIER
Έχουμε  το πολυώνυμο P(x)=x+2 και γράφουμε τους συντελεστές των όρων σε ένα διάνυσμα., όπου Μ είναι ο μέγιστος βαθμός του x. Θα ψάξω να βρω τα δύο σημεία Fourier για τα δυο στοιχεία του διανύσματος. 
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Για το 1ο στοιχείο (k=0):
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Για το 2ο στοιχείο (k=1):
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· Το 1ο Σημείο Fourier είναι:    x1=
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 -> P(x1)=3

·  Το 2ο Σημείο Fourier είναι:   x2=
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-> P(x2)=1-0.0000i
Άρα, μετά από παρεμβολή FFT στο διάνυσμα [2  1]  προκύπτει το διάνυσμα 
[ 3    1-0.0000i]

3.7 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ ΓΙΑ ΤΟΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟ ΤΙΜΩΝ ΤΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΩΝ ΠΙΝΑΚΩΝ ΜΕ FOURIER:

Έχουμε τον παρακάτω πολυωνυμικό πίνακα και γράφουμε σε έναν άλλο πίνακα διανυσμάτων τους συντελεστές των όρων. Στη συνέχεια θα εφαρμόσω τον τύπο του Fourier ξεχωριστά για το κάθε στοιχείο του πίνακα των διανυσμάτων.  
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· Εφαρμόζω τον τύπο Fourier στο 1ο στοιχείο του πίνακα, δηλαδή θα κάνω fft στα τρία στοιχεία του διανύσματος [0 2 1]:
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Άρα, μετά από την εφαρμογή Fourier στο διάνυσμα [0 2 1] προκύπτει το τελικό διάνυσμα:  [ 3   -1.5-0.866i   -1.5+0.866i ]

· Εφαρμόζω τον τύπο Fourier στο 2ο στοιχείο του πίνακα, δηλαδή θα κάνω fft στα τρία στοιχεία του διανύσματος [1 1 0]:
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Άρα, μετά από την εφαρμογή Fourier στο διάνυσμα [1 1 0] προκύπτει το τελικό διάνυσμα:  [ 2   0.5-0.8660i    0.5+0.8660i ]
· Εφαρμόζω τον τύπο Fourier στο 3ο στοιχείο του πίνακα, δηλαδή θα κάνω fft στα τρία στοιχεία του διανύσματος [2 1 0]:
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Άρα, μετά από την εφαρμογή Fourier στο διάνυσμα [2 1 0] προκύπτει το τελικό διάνυσμα:  [ 3  1.5-0.8660i  1.5+0.8660i ]

· Εφαρμόζω τον τύπο Fourier στο 4ο στοιχείο του πίνακα, δηλαδή θα κάνω fft στα τρία στοιχεία του διανύσματος [1 0 2]:
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Άρα, μετά από την εφαρμογή Fourier στο διάνυσμα [1 0 2] προκύπτει το τελικό διάνυσμα:  [ 3   1.7320i    -1.7320i ]
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Έτσι σύμφωνα με τα παραπάνω αποτελέσματα έχουμε 3 νέους πίνακες και τελικά προκύπτει ο τελικός πίνακας Ρ(x). 

3.8 Ο ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΣ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ FOURIER ΣΑΝ ΜΕΘΟΔΟΣ ΠΑΡΕΜΒΟΛΗΣ: 
Σημειώνουμε ότι για να έχει η μέθοδος της παρεμβολής λύση πρέπει να υπάρχει ο αντίστροφος του πίνακα Vandermode που προκύπτει. Για να βρω τους συντελεστές των πολυωνύμων που παρεμβάλλονται στα σημεία του προηγούμενου παραδείγματος που βρήκα με FFT, εφαρμόζω τον αντίστροφο FFT σε όλα τα στοιχεία του πίνακα που προέκυψαν πριν σύμφωνα με τον παρακάτω τύπο:  
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Εφαρμόζω τον τύπο IFFT στο 1ο στοιχείο του πίνακα, δηλαδή στα τρία στοιχεία του διανύσματος  [ 3   -1.5-0,8660i   -1.5+0.8660i ]:
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Άρα, μετά από την εφαρμογή IFFT στο διάνυσμα [ 3   -1.5-0,8660i   -1.5+0.8660i ]  προκύπτει το τελικό διάνυσμα:  [ -0.5773i    2   1 ]

Εφαρμόζω τον τύπο IFFT στο 2ο στοιχείο του πίνακα, δηλαδή στα τρία στοιχεία του διανύσματος  [ 2   0.5-0.8660i   0.5+0.8660i ]:
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Άρα, μετά από την εφαρμογή IFFT στο διάνυσμα [ 2   0.5-0.8660i   0.5+0.8660i ] προκύπτει το τελικό διάνυσμα:  [ 1.0001    1.0001   -0.1667-0.8660i ]

Εφαρμόζω τον τύπο IFFT στο 3 ο στοιχείο του πίνακα, δηλαδή στα τρία στοιχεία του διανύσματος [ 3    1.5-0.8660i     1.5+0.8660i ]:

[image: image34.wmf]000

012

222

()()()

333

222

()()()

333

111

(0)(0)(1)(2)

333

111

31(1.50.8660)1(1.50.8660)1

333

10.50.28870.50.28872

111

(1)(0)(1)(2)

333

11

31(1.

33

XXeXeXe

ii

ii

XXeXeXe

pipipi

pipipi

×××

×××

·=×+×+×=

=××+×-×+×+×=

+-++=

·=+×+×=

=××+×

024

222

()()()

333

1

50.8660)(0.50.8660)(1.50.8660)(0.50.8660

)

3

10.57730.57731

111

(2)(0)(1)(2)

333

111

31(1.50.8660)(0.50.8660)(1.50.8660)(0.50

.86

333

iiii

ii

XXeXeXe

iii

pipipi

×××

-×-++×+×--=

+-=

·=+×+×=

=××+×-×--+×+×-+

60)

10.50.28870.50.28870

i

ii

=---+=


Άρα, μετά από την εφαρμογή IFFT στο διάνυσμα [ 3    1.5-0.8660i     1.5+0.8660i ] προκύπτει το τελικό διάνυσμα: [ 2   1   0 ]
Εφαρμόζω τον τύπο IFFT στο 4ο στοιχείο του πίνακα, δηλαδή στα τρία στοιχεία του διανύσματος [ 3   1.7320i     -1.7320i ]:
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Άρα, μετά από την εφαρμογή IFFT στο διάνυσμα [ 3   1.7320i     -1.7320i ] προκύπτει το τελικό διάνυσμα: [ 1    0   1 ]
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

Παρακάτω θα μελετήσουμε κάποιες περιπτώσεις όπου οι μέθοδοι παρεμβολής που αναλύσαμε παραπάνω δηλ. Lagrange, Newton και FFT είναι πολύτιμα εργαλεία για την εκτέλεση αλγεβρικών πράξεων πολυωνύμων και πολυωνυμικών πινάκων. Θα ακολουθήσει η υλοποίηση θεωρητικών παραδειγμάτων τα οποία προγραμματίστηκαν σε περιβάλλον Scilab και αφού κάνουμε πειραματική μέτρηση του χρόνου εκτέλεσης των 3 μεθόδων παρεμβολής που αναλύσαμε παραπάνω, θα καταλήξουμε στο συμπέρασμα ποια μέθοδος είναι γρηγορότερη και αποδοτικότερη σύμφωνα με τα αποτελέσματα που θα εξαχθούν.
4.1 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ ΥΨΩΜΕΝΟΥ ΣΕ ΔΥΝΑΜΗ

Έστω ότι έχω ένα πολυώνυμο Ρ1(x)=x+1 και ψάχνω να βρω το πολυώνυμο αν υψωθεί στην 2η δύναμη. Οπότε το τελικό αποτέλεσμα της ύψωσης σε δύναμη θα είναι    P(x)=P1(x) 2=x2+2x+1. 

Παρεμβολή με Lagrange

ΒΗΜΑ 1: Παίρνω 3 σημεία γιατί το πολυώνυμο του αποτελέσματος θα είναι το πολύ 2ου βαθμού αντικαθιστώντας στο αρχικό πολυώνυμο έχουμε 3 ζεύγη σημείων που θα χρησιμοποιήσουμε παρακάτω στις μεθόδους Lagrange και Newton. 
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Για x=1:   P1(x1)=2  

· Για x=2:   P1(x2)=3  

· Για x=3:   P1(x3)=4  

ΒΗΜΑ 2: Εφαρμόζω την συνάρτηση ύψωσης δύναμης P(x)=P1(x)^2 στα παραπάνω σταθερά σημεία.
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          P(x1)=P1(x)2=P1(x)·P1(x)=2·2=4        

           P(x2)= P2(x)·P2(x)=3·3=9 

           P(x3)= P3(x)·P3(x)=4·4=16
ΒΗΜΑ 3: Κάνω παρεμβολή στα σημεία που βρήκα στο 2ο βήμα χρησιμοποιώντας τη μέθοδο παρεμβολής Langrange ώστε να προκύψει το τελικό πολυώνυμο.
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Παρεμβολή με Newton:

Παίρνω τα 3 ζεύγη σημείων που βρήκα στο 2ο βήμα της μεθόδου Langrange και εφαρμόζω τον τύπο παρεμβολής Newton. 
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 Παρεμβολή με FFT
Έχουμε  το πολυώνυμο P(x)=x2+2x+1 και αφού γράφουμε τους συντελεστές των όρων σε ένα διάνυσμα κάνουμε εφαρμογή του τύπου Fourier στο καθένα ξεχωριστά:
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Για το 1ο στοιχείο (k=0):
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Για το 2ο στοιχείο (k=1):
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Για το 3ο στοιχείο (k=2):

·  Το 1ο Σημείο Fourier είναι:    x1=
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  -> P(x1)=4
·  Το 2ο Σημείο Fourier είναι:   x2=
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-> P(x2)=0
·  Το 3ο Σημείο Fourier είναι:   x2=
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Άρα, μετά από παρεμβολή FFT στο διάνυσμα [1 2 1]  προκύπτει το διάνυσμα 
[ 4   0   4 ]
4.1.1 ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ ΣΕ SCILAB
Το Scilab είναι ένα απλό περιβάλλον προγραμματισμού που επιτρέπει την εύκολη χρήση μαθηματικών συναρτήσεων, στατιστικών μεθόδων και πολλών άλλων αλγορίθμων αριθμητικής ανάλυσης. Από το 1994 ο κώδικας είναι ελεύθερος και μπορεί κάποιος να το βρει στο www.scilab.org και διατίθεται δωρεάν. Αυτό ώθησε πολλές ερευνητικές ομάδες να συνεισφέρουν στην ανάπτυξή του. Η γλώσσα προγραμματισμού του Scilab μοιάζει πολύ με αυτή του Matlab. Στην πτυχιακή αυτή χρησιμοποιήθηκε η έκδοση του Scilab 5.1.1
4.1.2 ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ ΥΨΩΜΕΝΟ ΣΕ ΔΥΝΑΜΗ
Η συνάρτηση r=polynomial_power(p,k,typ) υπολογίζει για το πολυώνυμο p το τελικό πολυώνυμο το οποίο έχει υψωθεί σε δύναμη k και αφού υπολογίσουμε τον τελικό βαθμό του πολυωνύμου, κάνουμε παρεμβολή αφού διαλέξουμε τον τύπο (type) που επιθυμούμε. Οι τύποι παρεμβολής έχουν αναπτυχθεί παραπάνω και είναι οι Lagrange, Newton και FFT.
Κώδικας :

function[P]=lagrange(X,Y)//X nodes,Y values;P is the numerical                         

                         Lagrange polynomial interpolation
n=length(X);  // n is the number of nodes. (n-1) is the degree

x=poly(0,"x");P=0;

for i=1:n, L=1;

   for j=[1:i-1,i+1:n] L=L*(x-X(j))/(X(i)-X(j));end

   P=P+L*Y(i);

end

endfunction

function[P]=newton(X,Y)//X nodes,Y values;P is the numerical 
                       Newton polynomial
n=length(X);// n is the number of nodes. (n-1) is the degree

for j=2:n,

     for i=1:n-j+1,Y(i,j)=(Y(i+1,j-1)-Y(i,j-1))/(X(i+j-1)-

         X(i));end,

end
x=poly(0,"x"); //Orizo to polyonymo

P=Y(1,n);

for i=2:n, P=P*(x-X(i))+Y(i,n-i+1); end

endfunction;

function r=polynomial_power(p,k,typ)

[lhs,rhs]=argn(0);

if rhs==3 then 

    if (type(p)==2 & type(k)==1 & type(typ)==10)
 //Elegxos oste ta orismata na einai auta poy thelo

       if length(k)>1

           error('The second argument must be number and not   

                 matrix')

  end;

    else

        error('Please give polynomial')

    end

else

    error('You have given wrong number of arguments')

end;
//Kyrios kodikas
x=degree(p)*k+1;

select typ
  case "lagrange" then

     rizes=%T;

//Elegxos an oi times einai rizes toy polyonymou

    while (rizes)

       times=rand(x,1);

       ptimes=horner(p,times); 
//Ypologizo thn timh tou polyonymoy stis tyxaies times

        rizes=or(ptimes==0)

  end;

    teltimes=ptimes.^k; 
//Ypologizo tin teliki timi tou polyonymou me lagrange

    r=lagrange(times,teltimes);

case "newton" then

      rizes=%T;

//Elegxos an oi times einai rizes toy polyonymou

    while (rizes)

        times=rand(x,1);

        ptimes=horner(p,times); 
//Ypologizo thn timh tou polyonymoy stis tyxaies times

        rizes=or(ptimes==0)

    end;
    teltimes=ptimes.^k; 
//Ypologizo tin teliki timi tou polyonymou me newton

    r=newton(times,teltimes);

case "fft" then

    synt=coeff(p)

    times=[synt, zeros(1,x-degree(p)-1)]

    teltimes=(fft(times))^k  
//Ypologizo tin teliki timi tou polyonymou me fft

    r=inv_coeff(real(ifft(teltimes)))

     else

       error('We expect only lagrange, newton and fft')

         end

 endfunction

Επεξήγηση Κώδικα:

Η συνάρτηση παίρνει τρία ορίσματα. Την μεταβλητή p η οποία είναι ένα πολυώνυμο, το k που είναι ο βαθμός του πολυωνύμου και η μεταβλητή type η οποία επιστρέφει τον τύπο της μεταβλητής, που στην συγκεκριμένη περίπτωση θέλουμε να είναι για το p πολυώνυμο και για το k αριθμός. Έπειτα έχουμε μια δομή επιλογής η οποία είναι για να επιλέξουμε ανάλογα ποια μέθοδο παρεμβολής θέλουμε, δηλαδή επιλέγουμε μεταξύ Lagrange, Newton και FFT. Σε κάθε περίπτωση δεν επιθυμούμε να τα σημεία που επιλέγουμε να κάνουμε παρεμβολή να είναι ρίζες του πολυωνύμου, οπότε γίνεται ένας έλεγχος για να διαπιστώσουμε ότι δεν έχουμε επιλέξει ρίζες. Το αποτέλεσμα είναι η παρεμβολή του τελικού πολυωνύμου.  
4.1.3 ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ΜΕΤΡΗΣΗ ΧΡΟΝΟΥ

Για τον υπολογισμό του χρόνου εκτέλεσης ενός αλγορίθμου συνηθίζεται η εκτέλεση του με τις ίδιες τιμές, έναν συγκεκριμένο αριθμό επαναλήψεων. Για να αποφύγουμε την εμφάνιση ακραίων τιμών που δεν οφείλονται στην πολυπλοκότητα του αλγορίθμου αλλά σε τυχαίους παράγοντες (χρήση δίσκου του υπολογιστή), θα έπρεπε να πάρουμε τον μέσο όρο των χρόνων αυτών των επαναλήψεων.

Στα πλαίσια της πτυχιακής αυτής δεν ακολουθήθηκε η παραπάνω μέθοδος αλλά κάθε αλγόριθμος εκτελέστηκε μία φορά για συγκεκριμένο εύρος ορισμάτων. Κατά συνέπεια, οι διαταραχές που είναι εμφανής στα παρακάτω γραφήματα όταν ο χρόνος εκτέλεσης είναι πολύ μικρός οφείλονται σ’ αυτό το γεγονός.   
Στα παρακάτω τρισδιάστατα γραφήματα έχουμε κάνει πειραματική μέτρηση του χρόνου εκτέλεσης των τριών μεθόδων παρεμβολής που αναπτύξαμε παραπάνω, δηλαδή Lagrange, Newton και FFT ώστε να διαπιστώσουμε καθώς αυξάνεται ο βαθμός καθώς και η δύναμη ύψωσης του πολυωνύμου, ποια μέθοδος είναι γρηγορότερη στην εκτέλεσης της. 

Παρατηρώντας προσεκτικά τα διαγράμματα βλέπουμε ότι η μέθοδος Lagrange είναι πολύ αργή, και καθώς μεγαλώνει ο βαθμός και η δύναμη ύψωσης του πολυωνύμου χρειάζεται περισσότερο χρόνο για να εκτελεστεί. Συγκεκριμένα στο παρακάτω παράδειγμα για πολυώνυμο μέχρι 20ου βαθμού χρειάζεται περίπου11sec, δηλαδή είναι πολύ αργή, καθώς επίσης ότι η μέθοδος παρεμβολής FFT είναι κατά πολύ πιο γρήγορη και από την Newton κι από την Lagrange. H Newton για να εκτελεστεί χρειάζεται 4,2 sec και η FFT απειροελάχιστο χρόνο, σχεδόν μηδενικό. Το ζητούμενο της μελέτης των μεθόδων αυτών συγκριτικά είναι η ταχύτητα, οπότε δεν υπάρχει αμφιβολία ότι καλύτερη είναι η μέθοδος παρεμβολής με FFT. 


Στο διάγραμμα της μεθόδου παρεμβολής FFT παρατηρούμε ότι δημιουργούνται κάποια “υψώματα” και δεν διακρίνουμε ιδιαίτερα ομαλή πορεία του χρόνου καθώς μεγαλώνουν ο βαθμός και η δύναμη ύψωσης του πολυωνύμου όπως στα διαγράμματα Lagrange και Newton. Αυτό γίνεται διότι ο χρόνος που απαιτείται για την εκτέλεσης της μεθόδου παρεμβολής FFT είναι απειροελάχιστος οπότε δεν μπορεί να απεικονιστεί κάποια ομαλή πορεία του χρόνου και υπάρχουν αυτές οι διαταραχές στο διάγραμμα, διότι όπως αναφέρθηκε παραπάνω κάθε αλγόριθμος εκτελέστηκε μόνο μία φορά για συγκεκριμένο εύρος ορισμάτων. Όλες οι δοκιμές στην εκτέλεση και των τριών μεθόδων έγιναν σε υπολογιστή Pentium 4 με CPU στα 3,00GHz και RAM 4GB.   
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Εικόνα 1: Γραφική παράσταση για Lagrange
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Εικόνα 2: Γραφική παράσταση για Newton
Εικόνα 3: Γραφική παράσταση για FFT
Κώδικας :

clear('r')

k=20; n=20;

k1=2; n1=2;

st=5;

cj=0;

ci=0;

for j=k1:st:k

  cj=cj+1;

  ci=0;

for i=n1:st:n

  ci=ci+1;

  A=rand(i,1); p=poly(A,"s");

  tic();

  polynomial_power(p,j,"fft");

  r(ci)(cj)=toc();

end

end

x=n1:st:n;

y=k1:st:k;

plot3d(x,y,r)

Επεξήγηση Κώδικα:
Αρχικά κάνουμε clear την μεταβλητή r και ορίζουμε τις μεταβλητές k και n οι οποίες αντιπροσωπεύουν τον μέγιστο βαθμό του πολυωνύμου και τη μέγιστη δύναμη ύψωσης αντίστοιχα. Ορίζω και τις μεταβλητές k1, n1 που αντιπροσωπεύουν την αρχή, δηλαδή από ποιο βαθμό ξεκινάνε ο βαθμός του πολυωνύμου και η δύναμη ύψωσης και ορίζω ένα βήμα (step). Έπειτα, εκτελώ δύο βρόχους for και αφού πάρω τυχαία νούμερα και ορίσω το πολυώνυμο, με τη χρήση του ζεύγους εντολών tic-toc μετράμε πόσο χρόνο εκτέλεσης χρειάζεται για να εκτελεστούν οι μέθοδοι Lagrange, Newton και FFT αντίστοιχα. Ο χρόνος εκτέλεσης αποθηκεύεται στην μεταβλητή r. Τέλος, με την εντολή plot3d έχουμε τα τρισδιάστατα γραφήματα με άξονες τον βαθμό, τη δύναμη και το χρόνο όπου βλέπουμε την ταχύτητα εκτέλεσης των μεθόδων. 

4.2 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΥ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ
Έστω ότι έχουμε δυο πολυώνυμα P1(x)=x+1 και  P2(x)=x+2 και θέλουμε να υπολογίσουμε την τιμή της συνάρτησης P(x)=P1(x)· P2(x). Δηλαδή θα πρέπει να έχουμε ως τελικό αποτέλεσμα P(x)=(x+1)·(x+2)=x2+3x+2

Παρεμβολή με Lagrange
ΒΗΜΑ 1: Παρατηρούμε ότι το πολυώνυμο P(x) που ψάχνουμε θα είναι το πολύ 2ου βαθμού, αφού τα P1(x) και P2(x) είναι 1ου βαθμού, άρα χρειαζόμαστε R=(2+1)=3 σημεία. Επίσης, δεν διαλέγω σημεία που να είναι ρίζες των πολυωνύμων δηλαδή που να τα μηδενίζουν. Επιλέγουμε λοιπόν τυχαία τα σημεία x1=1, x2=2 και x3=3, και στη συνέχεια αντικαθιστούμε στα πολυώνυμα P1(x) και P2(x) τα παραπάνω σημεία. 

· Για x=1:   P1(x1)=2    και    P2(x1)=1 

· Για x=2:   P1(x2)=3    και    P2(x2)=4
· Για x=3:   P1(x3)=4    και    P2(x3)=5
Οπότε έχω:  

[image: image82.wmf]12

12

111

(),()

111

12

()()

01

x

PxPx

x

xx

PxPx

x

æöæö

==

ç÷ç÷

-

èøèø

+

æö

×=

ç÷

-

èø


ΒΗΜΑ 2: Εφαρμόζω τη συνάρτηση P(x)=P1(x)·P2(x) στα παραπάνω σταθερά σημεία.
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         P(x)=P1(x) ·P2(s)    =>   P(x1)= P1(x1)·P2(x1)=2·3=6 

                                                P(x2)= P1(x2)·P2(x2)=3·4=12
                                                P(x3)= P1(x3)·P2(x3)=4·5=20
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ΒΗΜΑ 3: Κάνω παρεμβολή στα σημεία που βρήκα στο 2o βήμα χρησιμοποιώντας τη μέθοδο παρεμβολής Langrange ώστε να προκύψει το τελικό πολυώνυμο.

Β) ΜΕΘΟΔΟΣ NEWTON:

Θα εφαρμόσουμε τη μέθοδο Newton στα τρία (3) σημεία (1,6), (2,12) και (3,20), τα οποία βρήκαμε παραπάνω όταν κάναμε εφαρμογή της μεθόδου Lagrange. Αρχικά βρίσκουμε τις τιμές των α1, α2 και α3, κι έπειτα αντικαθιστούμε τις τιμές τους στον γενικό τύπο της p(x).
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 Παρεμβολή με FFT
Έχουμε  το πολυώνυμο P(x)=x2+3x+2 και αφού γράφουμε τους συντελεστές των όρων  σε ένα διάνυσμα κάνουμε εφαρμογή του τύπου Fourier στο καθένα ξεχωριστά:
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Για το 1ο στοιχείο (k=0):
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Για το 2ο στοιχείο (k=1):
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Για το 3ο στοιχείο (k=2):

·    Το 1ο Σημείο Fourier είναι:     x1=
[image: image44.wmf]0
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  -> P(x1)=6
·    Το 2ο Σημείο Fourier είναι:   x2=
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·    Το 3ο Σημείο Fourier είναι:   x2=
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 -> P(x2)=6
Άρα, μετά από παρεμβολή FFT στο διάνυσμα [ 2 3 1 ]  προκύπτει το διάνυσμα: 
[ 6   0   6 ]

4.2.1 ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΥ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ
Η συνάρτηση r=polynomial_multiply(p1,p2,typ) υπολογίζει το γινόμενο δύο πολυωνύμων p1, p2 και αφού υπολογίσουμε τον τελικό βαθμό του πολυωνύμου, κάνουμε παρεμβολή αφού διαλέξουμε τον τύπο (type) που επιθυμούμε. Οι τύποι παρεμβολής έχουν αναπτυχθεί παραπάνω και είναι οι Lagrange, Newton και FFT.
Κώδικας :
function r=polynomial_multiply(p1,p2,typ)

 [lhs,rhs]=argn(0);

if rhs==3 then

    if (typep1==2 & typep2==2 & type(typ)==10)
 //Elegxos oste ta orismata na einai auta poy thelo
    else

        error('Please give polynomial.')

    end

else

    error('You have given wrong number of arguments')

end;
//Kyrios kodikas

x1=degreep1; //Ypologizo tous vathmous ton polyonymon

x2=degreep2;

x=x1+x2+1;

select typ

case "lagrange" then

    rizes=%T;

 //Elegxos an oi times einai rizes toy polyonymou

    while (rizes)

        times=rand(1,x);

        ptimesp1=horner(p1,times);
 //Ypologizo thn timh tou polyonymoy stis tyxaies times

        ptimesp2=horner(p2,times);

        rizes=(or(ptimesp1==0) | or(ptimesp2==0))

  end;

    teltimes=ptimesp1.*ptimesp2;
 //Ypologizo tin teliki timi tou polyonymou me langrange

    r=lagrange(times,teltimes);

case "newton" then

    times=rand(1,x);

    ptimesp1=horner(p1,times); 
//Ypologizo thn timh tou polyonymoy stis tyxaies times

    ptimesp2=horner(p2,times);

    teltimes=ptimesp1*ptimesp2; 
//Ypologizo tin teliki timi tou polyonymou me newton

    r=newton(times,teltimes);

case "fft" then

    synt=coeff(p);

    timesp1=[synt, zeros(1,x-degreep1-1)];

    timesp2=[synt, zeros(1,x-degreep2-1)];

    teltimes=(fft(timesp1)*fft(timesp2));
 //Ypologizo thn timh tou polyonymou me fft

    r=inv_coeff(real(ifft(teltimes)));
else

    error('We accept only lagrange, newton and fft arguments')

end

endfunction
Επεξήγηση Κώδικα:

Η συνάρτηση παίρνει τρία ορίσματα. Τις μεταβλητές p1,p2 τα οποία είναι τα πολυώνυμα που θα γίνει πολλαπλασιασμός μεταξύ τους και η μεταβλητή type η οποία επιστρέφει τον τύπο της μεταβλητής. Αφού υπολογίσουμε τον βαθμό του p1 και p2, έπειτα υπολογίζουμε τον βαθμό του τελικού πολυωνύμου που προκύπτει από το γινόμενο τους. Έπειτα, πάλι έχουμε μια δομή επιλογής η οποία είναι για να επιλέξουμε ανάλογα ποια μέθοδο παρεμβολής θέλουμε, δηλαδή επιλέγουμε μεταξύ Lagrange, Newton και FFT. Σε κάθε περίπτωση δεν επιθυμούμε να τα σημεία που επιλέγουμε να κάνουμε παρεμβολή να είναι ρίζες του πολυωνύμου, οπότε γίνεται ένας έλεγχος για να διαπιστώσουμε ότι δεν έχουμε επιλέξει ρίζες. Το αποτέλεσμα είναι η παρεμβολή του τελικού πολυωνύμου. 
4.2.2 ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ΜΕΤΡΗΣΗ ΧΡΟΝΟΥ

Στα παρακάτω τρισδιάστατα γραφήματα έχουμε κάνει πειραματική μέτρηση του χρόνου εκτέλεσης των τριών μεθόδων παρεμβολής που αναπτύξαμε παραπάνω, δηλαδή Lagrange, Newton και FFT ώστε να διαπιστώσουμε καθώς αυξάνονται οι βαθμοί των δύο πολυωνύμων πόσο χρόνο χρειάζεται η κάθε μέθοδος για να υπολογίσει το γινόμενο τους. 


Παρατηρώντας προσεκτικά τα διαγράμματα βλέπουμε ότι η μέθοδος Lagrange είναι πολύ αργή και καθώς μεγαλώνουν οι βαθμοί των δύο πολυωνύμων χρειάζεται περισσότερο χρόνο για να εκτελεστεί. Συγκεκριμένα στο παρακάτω παράδειγμα για πολυώνυμο μέχρι 20ου βαθμού χρειάζεται 0,6 sec, καθώς επίσης ότι η μέθοδος παρεμβολής FFT είναι κατά πολύ πιο γρήγορη και χρειάζεται απειροελάχιστο χρόνο, σχεδόν μηδενικό. Το ζητούμενο της μελέτης των μεθόδων αυτών συγκριτικά είναι η ταχύτητα, οπότε δεν υπάρχει αμφιβολία ότι καλύτερη είναι η μέθοδος παρεμβολής με FFT. Λόγω της μεγάλης ταχύτητας στην εκτέλεσης της μεθόδου FFT παρατηρούμε στο διάγραμμα κάποιες ανωμαλίες, όπως και στο προηγούμενο παράδειγμα. 
[image: image89.emf]Εικόνα 4: Γραφική παράσταση για Lagrange
[image: image90.wmf]1

(),det1

11

x

Pxx

æö

==+

ç÷

-

èø


Εικόνα 5: Γραφική παράσταση για FFT
Κώδικας :

clear('r')

k=80; n=80;

k1=20; n1=20;

st=5;

cj=0;

ci=0;

for j=k1:st:k

  cj=cj+1;

  ci=0;

for i=n1:st:n

  ci=ci+1;

  A=rand(i,1); p1=poly(A,"s");

  A=rand(j,1); p2=poly(A,"s");

  tic();

  polynomial_multiply(p1,p2,"lagrange");

  r(ci)(cj)=toc();

end

end

x=n1:st:n;

y=k1:st:k;

plot3d(x,y,r)

Επεξήγηση Κώδικα:
Αρχικά κάνουμε clear την μεταβλητή r και ορίζουμε τις μεταβλητές k και n οι οποίες αντιπροσωπεύουν τους μέγιστους βαθμούς του 1ου και 2ου πολυωνύμου αντίστοιχα. Ορίζω και τις μεταβλητές k1, n1 που αντιπροσωπεύουν την αρχή, δηλαδή από ποιο βαθμό ξεκινάνε οι βαθμός των δύο πολυωνύμων και ορίζω ένα βήμα (step). Έπειτα, εκτελώ δύο βρόχους for και αφού πάρω τυχαία νούμερα και ορίσω τα δύο πολυώνυμα, με τη χρήση του ζεύγους εντολών tic-toc μετράμε πόσο χρόνο εκτέλεσης χρειάζεται για να εκτελεστούν οι μέθοδοι Lagrange, Newton και FFT αντίστοιχα. Ο χρόνος εκτέλεσης αποθηκεύεται στην μεταβλητή r. Τέλος, με την εντολή plot3d έχουμε τα τρισδιάστατα γραφήματα με άξονες τον βαθμό του 1ου πολυωνύμου, το βαθμό του 2ου πολυωνύμου και το χρόνο όπου βλέπουμε την ταχύτητα εκτέλεσης των μεθόδων. 

4.3 Η ΟΡΙΖΟΥΣΑ 
Έστω ότι έχω έναν πολυωνυμικό πίνακα Ρ(x) και ψάχνω να βρω την ορίζουσα του. 
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ΒΗΜΑ 1: Παίρνω 3 σημεία γιατί το πολυώνυμο του αποτελέσματος θα είναι το πολύ 2ου βαθμού αντικαθιστώντας στο αρχικό πολυώνυμο έχουμε 3 ζεύγη σημείων που θα χρησιμοποιήσουμε παρακάτω στις μεθόδους Lagrange και Newton και εφαρμόζω την τον τύπο της ορίζουσας στα παραπάνω σταθερά σημεία.
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ΒΗΜΑ 2: Κάνω παρεμβολή στα σημεία που βρήκα στο 2ο βήμα χρησιμοποιώντας τη μέθοδο παρεμβολής Langrange ώστε να προκύψει η τελική πολυωνυμική ορίζουσα. 
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Παρεμβολή με Lagrange

Παρεμβολή με Newton

Παίρνω τα 3 ζεύγη σημείων που βρήκα στο 2ο βήμα της μεθόδου Langrange και εφαρμόζω τον τύπο παρεμβολής Newton. 
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4.3.1 ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΟΡΙΖΟΥΣΑΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΟΥ ΠΙΝΑΚΑ
Η συνάρτηση r=fdet(p1,typ) υπολογίζει την ορίζουσα ενός πολυωνυμικού πίνακα p1 και αφού τη βρούμε κάνουμε παρεμβολή, αφού διαλέξουμε τον τύπο (typ) που επιθυμούμε. Οι τύποι παρεμβολής έχουν αναπτυχθεί παραπάνω και είναι οι Lagrange, Newton και FFT.

Κώδικας :
function r=fdet(p1,typ)

[lhs,rhs]=argn(0);

if (rhs==2) then

   if (type(p1)==2 & type(typ)==10) then   

    //OLA OK

     else

      error('vale polyonyma')

end

    else

    error('Lathos arithmos orismaton')

end;
if (size(p1,1)<>size(p2,2)) then

  error('O pinakas prepei na einai tetragonos')

end

//Kyrios kodikas

n=size(p1);

n=n(1);

d=max(degree(p1)); //Ypologizo ton vathmo tou pinaka

x=n*d+1;

select typ

case "lagrange" then

    //Elegxos     

        times=rand(1,x);

        ptimes=hypermat([n n x]);

        for i=1:x,

          ptimes(:,:,i)=horner(p1,times(i));

          teltimes(i)=det(ptimes(:,:,i));

        end

  //ptimes(2,1,:) Dinei ta stoixeia sthn 2hgrammh kai 1 sthlh olon ton pinakon

    r=lagrange(times,teltimes); //Ypologizo thn timh tou polyonymou me langrange

case "newton" then

        times=rand(1,x);

        ptimes=hypermat([n n x]);

        for i=1:x,

          ptimes(:,:,i)=horner(p1,times(i));

          teltimes(i)=det(ptimes(:,:,i));

      end

    r=newton(times,teltimes); //Ypologizo thn timh tou polyonymou me newton

case "fft" then

      ptimes=hypermat([n n x]);

      for i=1:x,

          ptimes(:,:,i)=coeff(p1,i-1);

      end


  ptimes1=fft(ptimes);


  for i=1:x,

          dets(i)=det(ptimes1(:,:,i));

      end

  r=real(inv_coeff(ifft(dets)'));

  r=r/n^n;

else

    error('dexomaste mono lagrange, newton kai fft orisma')

end

endfunction

4.3.2 ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ΜΕΤΡΗΣΗ ΧΡΟΝΟΥ

Στα παρακάτω τρισδιάστατα γραφήματα έχουμε κάνει πειραματική μέτρηση του χρόνου εκτέλεσης των τριών μεθόδων παρεμβολής που αναπτύξαμε παραπάνω, δηλαδή Lagrange, Newton και FFT ώστε να διαπιστώσουμε καθώς αυξάνεται το μέγεθος και ο βαθμός του πολυωνυμικού πίνακα πόσο χρόνο χρειάζεται η κάθε μέθοδος για να υπολογίσει την ορίζουσα του πίνακα . 


Παρατηρώντας προσεκτικά τα διαγράμματα βλέπουμε ότι η μέθοδος Lagrange είναι αργή και καθώς μεγαλώνουν το μέγεθος και ο βαθμός του πίνακα χρειάζεται περισσότερο χρόνο για να εκτελεστεί. Συγκεκριμένα στο παρακάτω παράδειγμα 3,5 sec, καθώς επίσης ότι η μέθοδος παρεμβολής FFT είναι κατά πολύ πιο γρήγορη και από την Newton κι από την Lagrange. H Newton χρειάζεται 3,1 sec, ενώ η FFT για να εκτελεστεί χρειάζεται απειροελάχιστο χρόνο, περίπου 0,0233 sec. Το ζητούμενο της μελέτης των μεθόδων αυτών συγκριτικά είναι η ταχύτητα, οπότε δεν υπάρχει αμφιβολία ότι καλύτερη είναι η μέθοδος παρεμβολής με FFT. Λόγω της μεγάλης ταχύτητας στην εκτέλεσης της μεθόδου FFT παρατηρούμε στο διάγραμμα κάποιες ανωμαλίες, όπως και στα δύο προηγούμενα παραδείγματα. 
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Εικόνα 6: Γραφική παράσταση για Lagrange
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Εικόνα 7: Γραφική παράσταση για Newton
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Εικόνα 8: Γραφική παράσταση για FFT
Κώδικας :

clear('pin')

clear('r')

k=10; n=10;

for j=2:k

for i=2:n

  clear('pin')

  for l=1:i

      for f=1:i

        A=rand(j,1); p1=poly(A,"s");

        pin(l,f)=p1;

      end

end

  tic();

  fdet(pin,"lagrange");

  r(i-1)(j-1)=toc();

end

end

x=2:n;

y=2:k;

plot3d(x,y,r)
Επεξήγηση Κώδικα:
Αρχικά αφού κάνουμε clear τις μεταβλητές pin και r, ορίζουμε τις μεταβλητές k και n οι οποίες αντιπροσωπεύουν το μέγιστο μέγεθος και το μέγιστο βαθμό του πολυωνυμικού πίνακα αντίστοιχα. Αφού πάρω τυχαία νούμερα και ορίσω το πολυώνυμο, γεμίζω τον πίνακα με πολυώνυμα. Έπειτα, με τη χρήση του ζεύγους εντολών tic-toc μετράμε πόσο χρόνο εκτέλεσης χρειάζεται για να εκτελεστούν οι μέθοδοι Lagrange, Newton και FFT αντίστοιχα για να βρω την ορίζουσα του πίνακα. Τέλος, με την εντολή plot3d έχουμε τα τρισδιάστατα γραφήματα με άξονες το μέγεθος του πίνακα, τον βαθμό του και το χρόνο όπου βλέπουμε την ταχύτητα εκτέλεσης των μεθόδων. 
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